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PRÉFACE. 

lA PLUPART des Traités de Trigonométrie 
fyhérique qui ont paru jufqu ici ^ n'ont eu pout 
objet que d'énfeignet à réfoudre les triangles 
fphériques par des proportions. Je n'en connois 

{)oint qui ait réuni les différentes folutions dont 
es problêmes de cette partie des Mathémati- 
ques ibnt fufdeptibles. 

Pout peu qu'on y fafle attention , on en trou* 
^ vera de trois efpeçes. Les unes fç réduifent zwt 
'^ analogies , & font particuliéreinent afTujetties 
'? aux Logarithmes qui en rendent la pratique de 
la plus grande fimplicité : ces folutions fe trou- 
vent dans tous les Traités ordinaires de Tri« 
gonométrie fphérique. Celles de la féconde 
efpece ne font autre chofe que des conftru- 
ôions géométriques , par lefquelles , avec lai 
tegle & le compas , on peut aifémenc trouveî 
toutes les parties d'un triangle à réfoudre» On 
les a nommées graphiques , parce qu on y em-» 
ploie différentes projetions ou développe- 
ments du triangle. Quoique leur précifîon foit 
de beaucoup au-defTous de celle que donne 
le calcul^ elles peuvent néanmoins être d'ufage 
dans un grand nombre de circonflances ; fie 
d'ailleurs ^ttes ne font pas moins rigoureufes 
aux yeu3£ du Géomètre, dont les raifonnements 
font indépendants de la perfedion des figures 
^u'il cpnfidere» Ces folutions font fouvenc 
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iv PREFACE. 

employées parles Aftronomes dans les éclîpfe*^ 
ou dans les pafTages des planètes inférieuf es fur 
le difque du Soleil. Les Géographes en fuppo- 
fent toujours les connoiffances dans leurs repré- 
Tentations des différentes portions du globe fur 
une furface plane. La Griomonique n'eft elle- 
même qu*une application prefque continuelle 
de ces projetions. Mais le but que je me fuis 
particulièrement propofé dans le détail que je 
donne ici de ces conftruâîons, a été de faire, 
en quelque façon , découvrir la Trigonométrie 
tant fphérique que reÛiligne , par Tapplicatioa 
de f analyfe algébrique à ces folutions graphi* 
^ues j ce qui conftitue la troifîemc efpece de 
folutions qu on pouvoit defirer fur les problêr 
mes de cette nature. La généralité des for- 
mules & la facilité de les découvrir^ donne à 
cette partie l'avantage de réunir fous un même 
point de vue toutes les analogies qu'on peut 
defirer fur chaque cas particulier ; & la com-^ 
paraifon des folutions qu'elle nous donne avec 
celles des Anciens , ne la rend que plus cu- 
rieufe & plus intéreffante. 

Telles font les différentes folutions que je 
m'étois propofé de réunir dans ce petit Traitée 
J'ai cru devoir y jôîndre encore une autre partie 
relative à ce travail , & qui peut être fort utile 
à ceux qui fe deftinent à étudier les différents 
Traités de Mathématiques pures oud'Aôrono? 
mîe phyfîque. L'avantage de trouver des folu- 
tions toutes approchées <}ans les tables des 
Sinus & des Logarithmes^ lorfqu'on nep«ut eA 



PREFACE. V 

efpërer aucune d'exaâe & rigoureufe^ a engagé 
les Géomètres à réduire prefque tous leurs 
problêmes à ces fortes de Tables. Il s'efi donc 
introduit depuis ranalyfe de Descartës^ êc les 
fublimes découvertes des Géomètres qui lui ont 
fuccedé > un nouveau genre de calcul ; p^ïJinuSf 
çofintis , tanj^eraes , cotangentes , logarithmis , 
^c , dont on fuppofe les principes connus de 
ceux qui lifent les ouvrages de nos Géomètres» 
Jai tâché d'en réunir les notions élémentai^ 
res dans le premier Chapitre de cet Ouvrage i 
& de leur donner le plus d'étendue poiTible ^ 
çn multipliant confidérablement toutes les for- 
m:ules y & les fuites infinies qui renferment les 
principales propriétés. 

Comme on a fou vent employé les imaginaî* 
res dans les fuites relatives aux diverfes fonc-r 
tions deis finus & cofinus d'arcs multiples y j'ai 
profité de cette occafion pour inférer une no** 
tioti précife de ces exprëffions j qui fixel'efpece 
d'abfurdité qui y donne lieu. Pour traiter. en- 
core avec plus d'évidence cette Théorie des 
imaginaires^ j'ai cherché à la démontrer pat 
l'analyfe y en tâchant de découvrir les fac^ 
tenrs du binôme a a -^ hb ^ & comme c'eft 
la folution de ce problème général qui nous 
conduit immédiatement aux imaginaires > il ei| 
aifé d'en conclure qu'elles ne font autre chofe 
qu'une expréffion abfiirdê à laquelle on arrive 
néceffairement toutes les fois que l'on re- 
garde comme produit ce qui n*én cft pas uru 
Je dois ces principes à feuJVL Boisfiou > 

a Vtj 
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dont lea Savants regrettent encoifi la pertd 
affez réçente.CetteTbébriè appartiendroit plus 
fans dôUÉQ aux Eléments d*Algebre pure } :maîsi 
comme naiis pourrons êore encore long-temps 
fens zvmt un Cours vraiment complet en ce 
genre ,fai cru. qu*on ne feroîtpas fâché de trou-* 
ver ici ces vérités- fondamentales» On verra 
fur la jSn. de rOùvr^^é des applications affez 
curieufes de ces recherches à laxéfolution de» 
équatloÀs duitroiûeme & quatrième degré pac 
Je cerclé* - : ^\: _ : . \ 

. Peut- être ie trouvcra+t-^il quelques perfon-^ 
nés qui regarderont xctté partie de rOiiîriage ^ 
cohimfî..ua.iitalage mutilé 'de îforniules algé^* 
briques dans un Traité de Trigonométrie fphé-* 
fique.. Je crois être «n droit de lesrprier de 
fufpendre leur jugement > au moins jufqu*à ce 
qu'ils ayent oitrepris Fétudel des différents 
euvrages-de calcuK^rdatifs à la Théorie de 
NEwtoi^/ L^Aftronomieeft devenue unefcien* 
Geiî délicate <ju on x» fauroit avoir trop de 
moyens de fimplifier les calculs qu'elle en- 
traîne, &dé perfeâiônner les diverfes parties 
dont elle dépi^d. Au reûe, ceux qui ne fe def^ 
tinent .pas d'une manière particulière à cette 
étude , pèwront fe contenter des cinq ou fix 
premiers: Théorèmes, du premier Chapitre; 
Comme jar tâché de réunir dans un môme ou-» 
vrage la pratique la plus facile & k plus (impie 
avec une Théorie beaucoup plus étendre , j'aî 
eu foin dedifpoler les matières^ de manière 
que Qtixsi qui ne poiiéderpient que leurs éléii 
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ments ~, puflent entendre (ans aucune difEculté 
tout ce qui conftitue la Trigonométrie fphé* 
rique proprement dite ^ qui le réduit aux deux 
Chapitres fuivants. 

Je démontre dans le fécond Chapitre Ict 
principales propriétés des Triangles fphériques^ 
après avoir expofé les notions générales qui 
y ont rapport; fie c'eft la première des troit 
Seâions dans lefquelles ce Chapitre eft di« 
Vifé. La féconde a pour objet la réfolution 
des triangles fphériques reâangles. Comme 
cette partie eft d'un ufage continuel Je me fuit 
appliqué à lui donner la plus grande fîmplicité 
dont elle pût ètxe fufceptible. Chaque Théo* 
tême n'a befoin que d'une analogie pour être 
démontré. Pour aider encore davantage à re«- 
tenir les différentes folutions , j'ai ajouté la dé*» 
monftration du Théorème général de NipcR , 
qui réduit les feize cas des triangles reâangles 
à deux^ dt qui n'a befoin que de Ténumération 
de ces mêmes cas ^ dont chacun fe vérifie fut 
le champ. par une feule analogie. 

La troifieme Sèâion renferme la réfolution 
de tous les cas des triangles fphériques ôbli« 
quanglès. J'y joins un Théorème analogue à 
celui de NiSper fur les triangles re^angles ^ Ac 
qui eft le même que M. Pinoré a donné dans 
les Mémoires de rAcadémie. J'y ai néanmoins 
fait quelques changements que j'ai cru propres 
à le rendre encore blus fîiAple. Outré les (olu*^ 
lions déjà connues au cas de^ trois c^és ou des 
trois ingles^j'enai donné pluôeurs autres que i* 

a iv 
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croîs nouvelles. On ne peut s'empêcher, eS 
étudiant les Traités ordinaires de Txigoiiomé- 
trie, d*être furpris que Ton cherche un angle 
parle finus de fa moitié. Ce choix femblebi- 
farre : pourquoi n^y emploie^t-on pas le finus 
ou cofinus tout entier de ce même angle j^ 
ou fa tangente ou fa cotangente f L'énuméra- 
tion complette des différentes folutions que je 
donne ici, pouvoit feule juftifier cette pratique. 
Elle nous apprend en effet que de toutes les 
formules quon pouvoit defirer , elle eft la plus 
fimple , ainfi que celle du cofinus de la même 
moitié de Tangle cherché. Les applications de 
ces formules à la Trigonométrie reéiiligne donr 
nent auffi des folutions beaucoup plus faciles 
que celle qu'on trouve dans tous les Eléments. 
^ Cette Section eft terminée par une démonf- 
tration complette des fameufes analogies de 
Néper , qui ont été défigurées & altérées dans 
le Cours de M. Wolf. Il paroît que Néper 
«'étoit propofé de ramener la Trigonométrie 
iphérique à la reâiligne y afin de donner ua 
moyen de retenir aifément toutes ces folutions: 
mais il eft plus naturel de déduire la Trigono-» 
métrie rediligne des formules générales pour 
les différents cas des triangles fphédques. Les 
démonftrations de ces Théorèmes en amènent 
plufieurs autres également généraux ^ dont 
M. Simpson n'a donné que des cas particuliers. 
Ce Chapitre contient tout ce qui eft effentiel à 
la réfolution dçs triangles fphériques ; & ceux 
qui ne vQudroiçnt apprendre que cette .partie 
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vie la Géom^trie,peuvent n étudier que ce Cha- 
-pitre feul,& palier tout de fuite au fixieme,où j'aî 
•réuni quelques exemples en nombres relatifs 
aux différents cas , pour montrer aux Commen* 
çants la manière de pratiquer les formules fur 
les Logarithmes. 

Le troifieme Chapitre a pour objet les folu- 
tions géométriques ou graphiques de différents 
;cas que Ton vient de réfoudre par analogies. 
Je me fuis fervi de préférence des projeâions 
ortographiques, dont les Aftronomes fuppofent 
il chaque inftant une Théorie complette. J'y aï 
joint auffi quelque chofe fur les projetions Ôé- 
réographiques y à caufe de leur grand ufage 
dans les cartes de Géographie 5 enfin je donne 
encore une autre folution facilement applica- 
ble à tous les cas^ ôc déduite du développement 
des parties du triangle à réfoudre. 

Le quatrième Chapitre neû qu'une applica- 
tion de Tanalyfe algébrique aux conflruâîons 
géométriques du Chapitre précédent. C'eft 
dans cette partie qu à laide du calcul on épuife 
en quelque forte toutes les folutions particu- 
lières à chaque cas. Toutes les analogies du 
fécond Chapitre fe déduifent par de fimples 
Xubftitutîons ; une foule de nouvelles formules 
fe joignent à celles que Ton connoiffoit déjà* 
; On peut, fans craindre de s'égarer, commencer 
par les cas les plus généraux , en fuivant une 
iroute oppofée à celle qu'on avoît tenu jufques- 
là. On arrive aufli à des folutions, qui d'abord 
paroiiTenc efTentiçUemçat différentes de celles 
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qui ont été trouvées pour les mêmes cas* Une 
expreifion fort compliquée d'un problême aiTez 
fimple feroit prefque fupçonner unemal^adrefle 
dans les folutions algébriques \ mais on endé^ 
couvre bien-tat Taccord éc Tidentité^ & Ton en 
déduit des pratiques heureufes de conilruire de 
ia manière la plus Qmple des expreflions, aflez 
difficiles* Comme on peut fouvent trouver 
dans différentes queftions agronomiques des 
formules femblables à celles que Tanalyfe nous 
a£dt découvrir^ fenfeigne la manière de ra-- 
mener les plus compliquées aux Logarithmes. 
Je donne enfuite la folution des équations du 
fécond & troiiieme degré par les Tables des 
Sinus ; ce qui peut être de la plus grande 
commodité , lorfque Ton ne doit point efpé** ' 
rer de racines commenfurables. Les réfolu- 
tions du troifieme degré m'ont été commun!'- 
tjuées par un Magiftrat déjà connu avantageux 
fement par différents Ouvrages, & moins ef« 
tîmable encore par fes connoiffances profon<> 
des que par Texcelience de fon caradere. Je 
lui dois aufli la folution nouvelle du Problême 
du plus court crépufcule que j'ai inféré dans le 
cinquième Chapitre qui fuivra celui-ci. 

Cette partie de TOuvrage n'eft autre chofe 
qu'une traduction de l'excellent morceau de 
ÎJiXloT^^yXntit^éiDeaflimatiûne errorum in mixtd 
Matkefi^c'tû une application de Tartâlyfe mo- 
derne ou du calcul des fluxions à Tune 6c àTau^ 
cre Trigonométrie. J'ai déduit tout ce qui a rap» 
port aux triangles reâiiigntsd^s foraïuUs de| 
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triangles fphériques ^ afin de fimplifier encore 
la Théorie 9 :6c d'abréger 5 le plus qu'il m'étoit 
poffible^uaOuvrage qui devenoit beaucoup plus 
long que je ne m'écois propofé d'abord. Cette 
Théorie eft fuffifamment éclaircie par des ap« 
plîcations à différents exemples en nombres. 

Le (ixieme Chapitre n'eft qu'une coUeâion de 
différents problêmes d'Aflronomie fphérique j 
pour montrer la manière d'appliquer ou de 
conftruire par les Logarithmes les différentes 
formules des Chapitres précédents. J'ai cru 
qu'il feroit plus agréable d'appliquer ces folu- 
tions à des dénominations ainfî déterminées , 
que de réfoudre des triangles , pour ainfi dire > 
abflraits. Comme les principes de la fphere 
font fufEfamment connus de la plupart des jeu^ 
nés gens qui ont ^it une bonne Philofophie y je 
me fuis permis de faire différentes applications 
foit des confiruâions géométriques y foit des 
folutions numériques aux principaux cercles de 
la fphere ; 6c c eft ce qui m'a déterminé à don- 
ner à cet Ouvrage le titre de Principes d'Af- 
tronomie fphérique. 

Pour rendre encore U pratique des calculs 

Çlus fîmple 6c plus facile^ j'ai fait joindre à ce 
i'raité trois Tables qui renferment le précis de 
rOuvrage entier^ au moins quant à la pratique 
la plus ordinaire. Au lieu de défigner les par- 
ties des triangles à réfoudre par des lettres^ j'ai 
mieux aimé les exprimer par les données mê- 
mes du Problême ; ce qui m'a paru plus corn- 
mode ji 6c moins fujet à erreur dans les calculs» 
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La première Table efl: pour la réfolutîon de# 
triangles fphériques reûangles : la féconde 
pour les obliquangles : la troifierae eft auffi def 
tinée à la réfolutîon âiCS cas des triapgles obli- 
quangles ; mais par les analogies de Néper > 
elle s'applique également aux triangles redî- 
lignes quelconques* Elle peut avoir de plus ce 
grand avantage , que par la parfaite analogie qui 
règne entre ces deux efpeces de Triangles pour 
les réfolutions des cas fembiables : on peut ap- 
prendre la Trigonométrie fphérique en un 
quart-d'heure , lorfqu on fait déjà les propor-^ 
tions pour les triangles redilignes. 

Il me refte à dire un mot du motif qui m'a 
déterminé à entreprendre ce petit Traité. 
Ayant été dans le cas d'enfeîgner les Eléments 
d'Aftronomie de feu M, PAbbé de la Caille, 
le petit Traité de Trigonométrie qui eft à la 
tète de fon Ouvrage , m'a donné Tidée de ce- 
lui que je publie aujourd'hui. Comme un grand 
nombre des formules qu'il a données, fe trou-^ 
vent fans démonftration , & que les Commen-» 
çants aiment toujours d'affûrer leur marche 
dans l'étude des vérités Mathématiques ; j'aî 
cru me rendre utile en leur donnant un fecours 
dont la plupart ne peuvent fe paflfer. 

Il y a plus , ce Traité étant le feul qui réu-* 
nit les diflfiérentes efpeces de folutions dont je 
viens de parler, fi l'on en excepte les folutions 
géométriques , étoit auffi le plus complet que 
nous eùffions fur cette partie. Je fouhaite que 
jcelui-ci réponde au but que je me fuis projpoféi. 
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S'il peut mériter le fufFrage du Public , H fera 
fuivi d un autre fur la Gnomonîque , qui en fe- 
roit une féconde Partie. Ceft particulièrement 
dans cette partie des Mathématiques que la 
Trigonométrie fphérique s^applîque le plus 
heureufement. Les defcriptions des Cadrans 
par des lignes font trop peu cMÛes pour mé-- 
riter une certaine confiance. Nous n'avons 
point encore de Traité deGnononiqueoùtouc 
ait été fournis au calcul des tiangles fphéri* 
ques. Cependant cette Théore feroit de la 
plus grande importance dans la pratique , & la 
généralité des folutions les rend encore plus 
intérejffantes , en ce que les dfférents angles 
horaires qu*on ne calcule comnunément que 
par une fuite de triangles , lorfju'on n'y em- 
ploie que la Trigonométrie ndiligne , peu- 
vent être déterminés indépendamment les uns 
des autres par le moyen des triangles fphériques» 




gggggg ' ' M . aggg 

Ex TRAIT des Regiftres de l* Académie 
Royal des Sciences, 

. Dn 17 Juin 1764, 



M 



. ESsiEURS Claikaut & PiNGRjÉ quî avoîent été 
nommés pour exaniner un Ouvrage de M.Mauduit ^ 
intitulé : Principes (TAJlronomie fphérique, ou Traité com^ 
plet de Trigonomérie fphérique , &c , en ayant fait leur 
rapport 9 PAcadéme a jugé que cet Ouvrage étoit concis 
iàns obfcurité ; méthodique fans affeââtion ; propre à fa^ 
çiliter les fuccès de ceux qui ^'occupent de Tétude de la 
Trigonométrie fplérique , ou qui en veulent appliquer les 
principes aux autre Sciences Mathématiques, & qu^ilmé* 
ritoit d'être impriné avec fon Approbation & fous fou 
Privilège : en foi de quoi j'ai figné le préfent certificat, 
A Paris le 2^ Juii l^6^ 

Cr ANDJEAN DE Foucinr , Secr. ptrpi 
it V Académie Roy» des Sciences^ 



PRIVILEGE DU ROI. 

T O U I S par la gnce de Dieu , Roi de France 8c de Navarre; 
I ^ A nos amés & féaux Confetllers , les Gens tenant nos 
Cours de Patlemeni , Maîtres des Requêtes ordinaires de 
notre Hôtel , Grand Confeil, Prévôt de Paris, Baillifs, Séné^ 
chaux, leurs Lieutenans Civils >& autres nos Jufticiersqu*il ap- 

5artiendra> Salut. Nosbien-amésLES Membres de l'Académie 
loYALE DES SciEMCEs de Dotre bonne Ville de Paris , Nous 
ont fait expofer qu'ils auroient befoin de nos Lettres de Pri- 
vilège pour rimpreffion de leurs Ouvrages: A ces causes, vou- 
lant favorablement traiter les Expofans , Nous leur avons 
permis & permettons par ces Préfentes de faire imprimer, par 
tel Imprimeur quils'voudront choifir , toutes les Recherchés 
ou Obfervations journalières 9 ou Relations annuelles de tout 
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ee 911 auta <të ialt dans les Affemblés de ladite Académb 
Boyale des Sciences, les Oavrages , Traités ou Mémokes de 
chacun des Pacticuliecs qpi h comjpofent , & g^éralonent 
tout ce que ladite Académie voudra Êdre paroître, après avoir 
f(^ examiner lefdits Ouvrages 9 & qu^ils feront jugés digpiet 
de rimpreffion « en tels voliunes^ forme ^ mar^e , caraâères 9 
conjointement , ou féparément & autant de fois que bon lenc 
lèmblera , & de les ndce vendre & débiter par- tout non» 
Royaume , pendant le tems de vinet années confécutives , à 
compter du jour de la date des Prétentes; ians toutefois au*â 
Toccafion des Ouvrages ci- defliis fpécifiâ , il puifle en etie 
imprimé d'autres qui ne ibient pas de ladite Académie :fai** 
foBsdéfenfes à toutes fortes deperlbnnes, de queloue qualité 
& condition qu'elles foient > d'en introduire d'impreflion étran* 
j;ere dans aucun lieu de notre obéiffimce; comme auffi à 
tous Libraires & Impximeurs d'imprimer ou faire imprimer , 
vendre , faire vendre & débiter lefdits Ouvrages, en tout oa 
en partie, & d'en £ûre aucunes traduâions ou extraits^ ib» 
quelque prétexte que ce puiCe £tre p uns la permiffion ex« 
prefle & par écrit defdits Expofkns » ou de ceux qui aunmt 
droit d'eux , à peine de connfcation des Exemplaires contre* 
£ûtS9 de trois mille livres d'amende contre chacun des contre- 
venans; dont un tiers à Nous, un tiexs à l'Hâtel-Dieu de 
Paris, Se Fautre riers auxdits£xpofans> ou à celui qui aura 
droit d'eux, & de tous dépens , dommages 8c intérêts ; à la 
charge que ces Préfentes (eront enregiftrees tout au long fis 
le Regimre de la Communauté des Libraires & Imprimeurs de 
Paris , dans trois mois de la date d*icelles ; que l'impreffioa 
defdits Ouvrages fera faite dans notre Royaume , & non ail« 
leurs ^ en bon papier & beaux caractères ^ conformément auK 
Réglemens de la Librakie ; qu'avant de les expofer en ventes 
les Manufcrits ou Imprimés qui auront fervi de copie à Tim- 
preffion defdits Ouvraees^ feront remis es mains de notre très- 
cher&féal Chevalier le Sieur Dag us ss eau. Chancelier de 
France, Commandeur de nos Ordres , & au'il en fera enfiiite 
remis deux Exemplaires dans notre Bibliothèque publique , 
un en celle de notre Qiâtean du Louvre ^ & un en celle de 
notredit très-cher 6c féal Chevalier le Sieur Dagubssbau^ 
Chancelier de France, le tout à peine de nullité defdites Pré* 
fentes : du contenu defquelles vous mandons & enjoignons de 
faire jouir lefdits Expolans 6c leurs ayans caufe pleinement 6c 
paifiblement , iàns (ouffirir qu'il leur foit fait aucun trouble ou 
empêchement. Voulons que la copie des Préfentes qui fera 
imprimée tout au long, au commencement ou à la fin defdits 
Ouvrages , foit tenue pour dûement fienifiée ; 8c qu'aux copies 
colbtionnées per l'un de nos amés âc féaux ConfeiHers 6c Secre« 



taires> fbifoit ajoutée comme i Foriginal» Commandons ati 
premiernotreHuifEer ou Sergent fur ce requis , de faire, poujî 
rexécution d'icelles, tous aètes requis & néceflaires , fans de* 
mander autre permiifion, & nonobilant Clameur de Haro ^ 
Charte Normande & Lettres à ce contraires; Car tel eft 
notre plaifîr. Donne à Paris le dix-neuvieme jour du mois 
de Mars, l'an de grâce mil fept cent cinquante , &dc notre 
Règne le trente cinquième. Par le Roi en fon Confeil. 

Signio MOL* 

Repjhéfur leRegiJlre XII. de la Chambre Royale ù* Syndicale, 
ies Libraires &* Imprimeurs de Paris ^N^. ^^o^ folio 30p, confor'* 
mément au Règlement de 17*3 , qui fait défenfes ^ article 4 , â 
toutes -perfonnes y de quelque qualité qu^ elles foient y autres que lef 
Libraires O Imprimeurs , de vendre , débiter fr faire afficher, 
aucuns Livres pour les vendre , (bit qu'ils s'* en difent les Auteurs 
ou autrement ; à la charge de fournir à la fufdite Chambre huit 
exemplaires de chacun , prefcrits par tan. io8 du mime RégU'* 
ment. A Paris le j Juin 1750. 

Signé» LE GRAS, Syndic» 
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D'ASTRONOMIE 

SPHÉRIQUE. 
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CHAPITRE PREMIER. 

N0.TIONS préliminaires fur les différentes 
lignes que Von conjîdere dans la Trigo- 
nométrie , & dont nous ferons un ufage 
f lus fréquent dans cet Ouvrage» 

Définitioms. 

Art. I. vyN appelle Sinui d'un arc AM ou d*un an- 
gle ACM une droite MP abaiffée d'une des extrémités 
de cet arc perpendiculairement au rayon qui pafle par 
l'autre extrémité (^g. i ). 

2. D'après cette définition il eft aifé de voir que la 
droite MQ eft le finus de l'arc BM complément de l'arc 
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AM ; cette Ëgtie confidérée par rapport i Parc ÂM , efE 

appelle fon O^nus. 

3, Une droite AT perpendiculaire à ^extrémité d'un 
rayon , & terminée au rayon prol<Kigé qui pafle par Vau- 
tre extrémité M d'un ace AM, {cx^tximt Tangente de 
cet arc. 

4. Une droite Br tangente de l^arc BM complément 
ide l'arc AM confidérée par rapport au même arc AM > 
{tnommeCotangente de cetarc^ 

J. La partie du rayon comprife entre le centre du 
cercle & la tangente d'im arc, fe nomme Séccuue de cet 
arc; ainfi CT eft la fécante de l'arc AM, & Cf eft la 
fécante de Tare BM. Si l'on confîdere la fécante C^ 
par rapport à l'arc AM qui eft le complément de l'arc 
BM auquel elle appartient , cette ligne fera nommée la 
Cofécante de l'arc AM. 

6* La partie du rayon comprife entre la circonférence 
& le finus d'un arc , s'appelle fon Sinus-verfe ; ainfi AP 
eft le finus- verfc de l'arc AM , & BQ le finus-verfe de 
l'arc BM. àP & iQ font les finus- verfes des angles obtus 
«CM, iCM.Si l'on confîdere le finus-verfe BQ en tant 
qu'il appartient à un arc qui eft le complément de AM , on 
le nommera C^fimi-verfe de l'arc AM , & réciproque- 
ment AP fera le cofinus-verfe de l'arc BM. 

Corollaire. 

7. Il fuît des définitions précédentes que deux angles 
fuppléments Tun de l'autre ont le même finus , le même 
connus , la même tangente , la même cotangente , la 
même fécante, la même cofécante , & les mêmes finus- 
(verfes. Seulement il eft à remarquer que pour l'angle 
obtus , il faut regarder comme complément de cet angle 
l'angle qu'il faut en retrancher pour avoir un droit ; le- 
quel angle eft évidemment le même que celui qu'on 
ajoute à l'angle aigu. Ainfi ce complément efià ibuftraire* 
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Aye&tissxment; 

8. Dans toute la fmte de cet Ouvrage nous défigne- 
rons toujours le rayon du cercle par R ou r; quelquefois 
en le fuppofe égal à l'unitjé j mais il eft mieux ae l'expri- 
mer , afin de conferver autant qu^on peut l'homogénéité 
des termes dans les calculs. De même nous défignerons 
toujours le finus d'un arc par^in ; fon cofinus par cof. h 
tangente par tang. fa cotangeme par cou (a fécante par 
fec. fa cofécantepar cofec. foo fînus-verfè ^Jîn. verf. & 
fon cofînus-verfeparco/. verf. Dans les expreffions algé- 
briques, nous ferons le finus s» 5 ; le coumts 3=9 c ; la 
tangente = t; la cotangeme sa t ; la fécante s= S & la 
cofécante =: / le finus-verfe ssp , Qc U cofmus- 
yerfe =« u. 

THioKEMEl. 

9. Soit un arc dearcle quelconque AM (fig. i.) que 
nous défignerons toujours par A dont PM eji lejînus 6r 
MQ le cojinus ; AT la tangente , & Bt la cotangeme ; 
je dis que le cofinus eft aujînus comme le rayon eft à U 
tangente y âeft^à-direj que l'on aura coJîuAiJin A : : 
B : tang A. 

DéHOMSTRATIOK. 

Les triangles femblables CPM , C AT, donnent CP : 
PM: : ÇA : AT; ou w/A : ftn A: : R .: tang A. 

CorollaibbL 

10. Les triangles CQM, CBt étant auffi fembla- 
bles donneront CQ : QM : : CB : B« ou //i A : 
cofA::B.:cotA. 

Corollaire IL 

fin A 

II* Il fuit delà que tang A = -7s x R > & que cet A 

Aij 
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8= .^^ OU algébriquement t =— & t = y i-' ou 
Ton tire encore fin A X R= cofA X tang A > ôLcqfA ==» 



COROLLAIRB III. 



12. Il fuit encore delà que les cotangentes d^une 
fuite d'arcs quelconques font toujours en raifon înverfe 
des tangentes des mêmes arcs ; puifque l'on a évidem- 
ment t : t: : il -IT • • jL« JL. En un mot on aura tang 

RR cjc's 
A=îr ^, d'oà il fuit que tang A X cot A = RR > 

d'où l'on voit que le rayon eft moyen proportionnel 
entre la tangente d'un arc & celle de fon complément ; 
ce qui pourroit encore fe démontrer fur le champ par les 
triangles femblables CAT, CBf. 

Théorème II. 

13. Soit toujours un arc quelconque AM; je disque 
Von aura cette proportion ; Le rayon eft au double dujînus 
de, Varc AM > comme le cofinus de cet arc eft au finus de 
Varc doiéle. Ou, ce qui revient au même, (fig. 2. ) R : 
a fin A : : cof A : fin 2 A ou alternando ; R : cof A : ; 
afin A: fin 2 A. 

Démonstration. 

Les triangles reftangles APC, AQN ayant un angle 
itommun en A , font femblables & donneni AC : CP : : 
AN0U2PA : QN ; c'eft-à-dire, R : cof A: : 2ftn A : 
^«2A; CQ-F. D. 

Si l'on vouloit avoir pareillement Pexpreffion du 
cofinus de Tare double, les triangles femblables CPA, 
CQO donneront CA : CP : : CÔ : CQ, d'où l'on ti- 
rera fur le champ CQ= ^^°'^ " — en mettant pour CQ 
fa valeur tirée de ce que OPsacPTt 
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Corollaire IV. 

14. Il fuit delà que l'on aura iftn 2A =^^^^11^, 

Cette équation n'eft autre chofe que celle qui fe tire en 
prenant le produit des extrêmes & des moyens de la 
dernière proponion. Si Pon met pour cofA fa valeur 

•'.- — — -î- , on aura encore {fin ^Arrs-' , ou { 

R RR 

Jîn2A=— — j en fubftituant la tangente à la cotangente. 

Théorème III. 

ly. Le rayoneft moyenproportionnelyj^y entn le cojînus 
£un arc Êr lafécante ; 2^, entre lejinus du même arc &• 
lafécante iefon complément ( fig. 3 ) ; cejt^à-dire , que 
l'on aura ces deux analogies; cofA : R : : R : /èc A : & 
^/i A : R : : R : cofec A. 

Démonstkation. 

Les triangles femblables CPM, CAT, CBt donnent 
1%CP : CA ; : CM : CT ou cofA : R : : R :/ec A. 
5^PM:CM::CB : Cf oujz/zArR: zKicofecA. 
C Q. F. D. 

Corollaire L 

i5* Il fuît delà que l'on aura-^îî— î^= tan^A. Car 

^ cofec A ^ 

on a vu ci-devant ( n^.. 1 1) que tang Az= finA x R. Or 

cofA 

cette quantité eft auffile quotient de/cc A diviCée par cofec 
A y & multipliée par le rayon. 

Corollaire IL 

17. Il fuit encore delà que fi l'on a deux arcs de 
cercle A & B, les finus de ces arcs feront réciproque- 
ment proportionnels aux fécantes de leurs compléments, 
& les. cofinus de ces mêmes arcs feront réciproques à leurs 

Aii} 
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RR 
fécantes ; car puifque cofic A = — -r , on aura auflî 
RR JinA j^]^ 

<:^yèc B= j^ î & de même puifque ftc A =» -j^^ ^ on 
aura auiG yèc B =» — == î ^^nc on aura ces deux analo- 
pes,Crf«A:crfaB::-r^:j^::JmB:Ji»Ai 
&y-.lA:J«B::«.:^:...^B:<VA. 

Théoremx IV. 

1 8. Soient dhifés Varc AM &yin complément BM c;t 
deux parties égales aux points K fric , &* /oienr rireej /er 
%wej CKl , CkL jufqu^à ce qu'elles rencontrant les 
tangentes AT icBt prolongées , autant qu^il fera nécef-^ 
faire , en l Êr L ; je dis que Ton aura i^yfec A s=s cot^ 
comp. A -— tang A j 2% c(j/èc A= cot | A— cot A, 

Démonstration. 

Les triangles reftangles CBo & CAL étant fembla-^ 
bîcs a caufe des parallèles , on aura l'angle ALC = l'an- 
gle BCo ; mais BCo =a oCM (par ccnftruéHon ). 
Donc le triangle CTL eft ifofcele , donc on aura LT =» 
CTj mais LT=» AL— AT »cor { comp AM&AT 
=s tang AM; donc i^, CT ou/fc A^^a^cat-^ comp A 
— zangA. CQ. KiSD, 

2. Les triangles CAO & CBî reftangles étant fem- 
Uables i caafe iles parallèles CA de B^ , on aura Fangle^ 
B/C« ACO; mais ACO =: MCO (par conft. ) donc 
le triangle Cr/eft ifofcele ; donc la cofécante Cr 2= tl jde 
plus il eft vifible que rïs=a BZ ~ Br =35 cot -^ -A.~" ^^^ A* 
Donc auflî la cofécante Cr de l'arc AM eft égale à cette 
même quantité. C Q. F. 2? V. 

Théorème V. 

ip. Du point M aux extrémités b , a (%« 5 ) dés 
Hameires Bb;» Aa; fii&tt menées les lignes Hb ^^ Ma ^ui 
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coupent les rayons CA Gr CB aux points G & gifoit de 
plus mené par le même point M la perpendiculaire AMt 
terminée aux rayons CA Gr CB prolongés , autant quHl 
fera nécejfairey en fl & t, ^fur lefquels elles détermi^^ 
ntnt les Ugnes Cfl Êr Ct refpeSivtment égales à la /e- 
came &àla cofécante de Varc AM : Cela poféy je dis que 
l'on aura i^yfecant X=itang A ^-^tang ^ comp A. 2®, 
cd/cc a = c(>r a -+- w/2g { A. 

Démonstration. 

L'angle MVIO étant formé par une tangente MS & par 
la corde Mi, a pour mefure la moitié de l'arc M Ai 
compris entre fes côtés; & l'angle MGO qui a fon fom* 
met au dedans de la circonférence , a pçur mefure la 
demi-fomme des arcs ab , AM compris entre fes côtés , 
mais ab=iAb ; ainfi cet angle eft égal à l'angle GM9 , 
donc le triangle GôM eft ifofcçle , & par conféquent G9 
= Mi =s tang A. De plus y l'angle CiG étant à la cir- 
conférence n'eft que la moitié de l'angle BCM qui a fou 
fommet au centre , & qui eft appuyé fur le même arc; 
donc fi on regarde le rayon Ci comme le finus total » 
CG fera la tangente du demi-complément de Parc AM ; 
donc la yèc Cft=CG 4* Gfl = tang { comp A + tang 
A. C Q. F. i« , D^ 

2^. On prouvra précifément de la même manière 
que gr =s MrŒcor A , & que Cg =itang { A. D'ail- 
leurs il eft vîfible que Ct ==s cofec A ; aonc on aura 
eofecA =^cot A + tang^A. C. Q. F. D. 

Corollaire. 

2.0. Il fuit des deux théorèmes précédents qat l'on 
aura i®, cot { comp A — tang A = tang { comp A ^ 
tang. A. n% Cot j A — cot A ==x cor A -+- tang -^ A ; e» 
comparant les d«ux expreffions des fécantes & cofécan- 
tes de l'arc AM ; d'oi il fuit qu'on aura auffi 2 tang A 
== cot { comp A — tang { comp A j & encore 2 cot A 

Aiv 
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== c(>? i. A -— tang ^ A. Et fi à la place de cotang. dan« 
le fécond membre de chaque équation on met fa valeur 

— (n°.i2),onaura tangA=:^^^Zttî!!ltsccotX 

== " i tang i a "^* D ou il eft facile de déduire les dciiic 
analogies fui vantes^ 

2 Tang l camp A iK^tmg ^ comp A: : R — tang f 
€omp A : tang A* 

Et 2 tang { A : R-H f^wgr-^ A : : R — tang i A : co« 
A, La première de ces deux analogies peut encore fe 
changer en celle-ci. . 2 L2/zg (45° — lA) ; R 4- tang 
(45.0— i A) :: R ~ ra/ïg (4î^~f A ): r^/2g A.. 

Théorème VI, 

21. Soit toujours un arc quelconque AJA décrit ^un 
rayon CA,/e dis que l'on aura 1°, i '+cofA=i2cof^[\ 

Jfang ^ A} enfaifanl le rayon = à l'unité» 

Démonstration. 

Soit d'abord tirée parles extrémités B, M (/g-. 4) 
du diamètre AB, & de la corde AM la corde BMT 
terminée à la tangente de l'arc AM en un point T, & 
foient encore menées par le centre Clés droites CK & 
CL refpecaivement parallèles aux droites BM & AM : iï. 
eft viftble que AT fera le double de la tangente de la 
moitié de l'arc AMj CD ou ML ou LB feront le cofi- 
BUS de la moitié du même arc» 

Cela pofé,. les triangles femblaWes BLC , BPM 
donneront BC : BL : : BM : BP : r 2BL : BP, donc BP 
^ ^^, c'eft-à-dire , que i -H cofA =. 2xop i A. Pa- 
reillement à caufe des triangles femblables CLB& APM^ 
oji a CB : CL ; : AM : AP i donc AF=. î^^' , puifquQ 
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AM=2ADou aDMouaCL; donc i-^^co/A =3 

2\ A caufe des triangles femblables APM, BAT & 
BPM, on aura les deux proportions BP : PM : : BA : 
AT , ou I ^cofA : Jin A:: 2K: 2 tang } A ; & en-* 
core PM : AP : : AB : AT; ou^m A : i-^cofA : : 

aR : 2tangi A; donc l 4- co/A =-^2îAl5 & X — i 
. fmAxfang{A ^^ ^ « iong^A 

co/A =:;' ïT ^•^* ^' ^ > ^• 

22. BonclZfîLâ = '^S'i^ . & i-^cofA. ^ 

H-co/A RR ^ i-.c#/A 

-^"^^^ J de plus il fuit encore delà que fi l'on nomme 
V & j^ les fînus-verfes AP , B P d'un arc AM , on aurai 

zfin- \A ^^ , ^cof^ ^ A VR r i t k • 

t;R R ^ Z -^ * 

En nommant A Parc M G complément de AM 
on aura par les triangles femblables AMP , MPB 
& AMB les formules fuivantes, R-+-j?n A=s 2/n*j 
(4rH-TA),&R— >A=:2>*(4r^iA)& 

V^^finA^ fin^(A^o^LA) ^ ^^^ 

R->A >^(45^-iA) • 

Problème. 

23. Etant dormes deux arcs quelconques AfA 8c ANi 
trouver UJinus de leurfomme & de leur différence(fig. ^). 

Solution* 
Soit défigné le plus grand arc par A & le plus petit 
par B , foît prolongé le^iSnus MP du plus grand arc AM, 
jufqu'à ce qu'il rencontre le rayon CN qui paffe par l'ex- 
trémité du plus petit arc dans un point R; enfin foit me- 
née la droite ML perpendiculaire au même rayon , la-- 
quelle fera le flnus de. la fomme des arcs AM 6c ÂNi. ^ , 
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Cela pofô , les triangles femblables CQN » CPR donh* 
nent CQ: QN : : CP: PRou cofBiJîn B: : co/A:PR 
_^ cp/Ax>B ; donc RM =s /in A -4* cofAxJinB . ^^ 

€4>fB w/B * 

plus les triangles femblables NQC, RLM donnent en- 
core NCrQC ::MR :ML , ou bienR:co/B ::^nA-H 

C Q, F. 10, Z). 

2*^. Pour trouver le finus de la différence de deux arcs^ 
nous regarderons aâueUement MN comme le plus 
grand que nous avons nommé A , & Tare AN comme 
le plus petit que nous dëfîgnerons toujours par B. Cela 
pofé , les triangles femblables CQN , CLO donnent 
CQ:QN::CL:LO; ouco/B : JînB:: cof A :LO 
^cofAyc^. donc OM => A ^'J^21^ ; de 

plus à caufe des triangles femblables MPO , CQN , on 
aura CN : CQ : : OM :PM ; ou R : co/B : :/n A — 

rp/A X 7?» B . ^ ^ A n ^ finAxcofB-finBj^^orA 
_g jin^A^U) -_.., . 

CQ.F.2%D. 

Froblims il 

24. Trouver le cojînus de lafomme ou de la diffSrenee 
de deux arcs quelconques A & B ( fig. 5 )• 
Solution. 

Les triangles CQN & MPO étant femblables puif- 
qu^ils ont leurs côtés perpendiculaires les uns fur les 
autres , on aura CQ : QN : :MP:PO; ou cofB i fin 

B : :> A: PO==:-^ïAÇ|îJ,donc CO^-co/A ~ 

fmAxfinU . - . '^«î/ ^ . . , • 1 r 

'^ — -^^jé — ♦ Mais on a encore a caulc des tnangles lem- 

blablcs CQN, CLO; CN : CQ : : CO : CL, ouR: 

C./B: : C./A ~>A2^ : c./( A rhB i - 

CûJ o 

€ofA y co/B -jî» AxfinB C F 1^ T 
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2". En regardant l'arc MN comme A, & l*arc AN 
comme B , il eft viffl)lc ijue CP fera le cofinus de la 
différence des mêmes arcs. Cela pofé , à caufe des trian- 
gles femblables CQN , MLR j CQ : QN : : ML : LR 

ou c*/B : /« B : : > A : LR «:-^l^i?î donc CR 

ouCL+LR=*co/A+^i^-?#î^; & à caufe des 
triangles fembbbles CQN, CPR , on aura CN : CQ : : 
RC : CPî ou bien R : «/B ; ; cofA + ^j^ - «^ 

(A-B)«±^^12^ii^±^. C Q. R 2^ T. 

COEOLLAIEE L 

a^. Il fuît des fennales que nous venons de dëcou* 

vrir aux deux derniers problêmes que Ton aura ks deux 
' proportions fldvantes : 

CoA (A-+-B) :cof<A-B):: fo/Ax wîTB-j&i A xjï» B: w/ 
A X TofB H- J6» A X jf « B. 

Donc en dîvifant les deux termes du iècond rapport 
de la première proportion par cofA x cofB , & ceux du 
fécond rapport d« la féconde proportion par cofA Y. fin B, 
on aura les deux analogies fuivantes , après avoir 
fubftitué aux nouvelles «xpreflions celles des tangentes 
qui leur font égales (n*. ii ). 

S3fi( A+B ):/fiCA-B> : : tmgA-^^tûngB t taag A^témg 
B» & lie mèms 

C9f(A^B)x c(>r< A-BJ : : ca#B - umgA:cptt'4*^ai^A:z 
^A'^tmgBic9iA + umgB» 

Il n'eft pas nëceffaîre d'avertir que ces proportions 
pourroient s'écrire fous la forme d'une éqnadon* 
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Corollaire IL 

26. Puifque Ton a cof (A^B): tof (A^B) : r 
cofAxcofB — Jîn A xjin B : cofA x cofB '+*Jîn A x 
JinBf il s'enfuit que Pon aura par un detrahendo cof 
(A— B) — co/fA-+-B) = 2^nAx/nB. 

On trouveroit de 'même par un componendo que coj* 
(A+B)H-c(?/(A— B) = 2co/Axc(>/B. 

De même des proportions ^n (A-+-B ) :Jîn (A — ^B):; 
fin A. X cofB ^fin B cof A ifinAx cofB — fin B x 
cof A , on trouvera encore par un componenia & un 
detrahendo que 

2fin Axcof B =2fin (A^B) ^ fin (A^B) 8c 
que 2fin B x cof A= fin ( A+ B ) — /nC A— B). 
réuniiïant toutes ces expreffions & divifant par 29on aura 
les fuivantes. 
. SinAxfinB^ ''^^^7^^ - rt)/CAH-B) ,^^ Axco/B=> 

/«CA-+-B) -JÎ»(A-B) 

COROLLAIRB IIL 

'27. II (uit encore delà que fi Ton connoît les Chus & 
cofînus de tous les arcs au-delTous de 30^, on connoî- 
tra auflî les finus & cofinus de tous les arcs au-deiTus de 
30^ jufqu'à 60^ par la fouftraôion feule ; d'où il fuit 
que fi l'on calcule par ce moyen les finus Se cofinus 
)u(qu'à 4;% on aura tous les finus Se cofinus jufqu'à 
po% puifque le cofinus d'un angle au-deflbus de 45''*eft 
le finus d'un arc qui furpafle d'autant 45°. Pour faifir la 
vérité de ce Corollaire , il faut faire attention que le 
finus de 30** étant la moitié de la corde de 60^ fera égal 
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à — , donc fi Ton fait A =?3 30''; fin AxJln'B^ 

— i — =a -i-i :i d OU Ton tire fur le 

z z 

champ Rx7znB=c<^( 30*^ — 8) —c(}/( 30^4^8) 

ouco/(30°4-B)=co/(3o^ — B) — - /« B , ce 

qui fera connoître c:o/(3o^-+'B), puifque l'on con- 

noît B par Thypotefe moindre que 30°. De même puif 

r Aw rtï XA-+-B)-f-/îii(A-B) 
que fin A x cof B ssz- ' ^ j \ ^ ^ ^^ ^^^^ 

vcra co/B =/n ( 300 -f. B ) -t-//2 ( 3 00 — B ) , d'oi 
Ton tire/n< 30*>-4- B) = co/B — ^Z/i ( 30^ — B ) ; ce 
Corollaire fait voir comment on a pu conftruîre aifémenc 
les Tables des finus & des cofinus. 

Corollaire IV. 

a 8. Si l'on fuppofe Tare B fucceffivement égal i A , 
2 A , 3 A , &c , on trouvera aifément par la formule du 
premier Problême les finus des arcs multiples. Pour cela 
fuppofant toujours que le finus de l'arc A eft défigné par 
5 & fon cofinus par c , & repréfentant les finus & cofi-^ 
rus des arcs multiples par^n A, Jîn2AyJîn^ A ,Jîn 
4 A , Sccijîn n A on formera aifément les Tables Vi- 
vantes. . - 

Sin» A = K rr - ce» 
Sin, 2 A= ^c}/^ rr-^cc» 

Sîn. jA= C 4<*^- 1 ) V^ rr^cc. j \ 

Sin. 4A = (Scî - 4c) V rr -- ce. 
Sitt. îA= ( i^ c* - 11 <r* 4- 1 ) î/^rr-ctf. 
Sin. éA= CS* ^^ - 32 c^ -f- 6 c)K tr^cc. 
Sin. rAss ( 64 c^ - 80 c* -h 14 ^* ■* I) K rr^cci 
Sin. 8As ( 118 cl • i?» r' + 80 c* - 10 c) j/'rrr^^* 

&c. 
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o u: 

Sin* A m ti 

5iif. ïA = is y r'-'St. 

Sw.4A=s (4^-8/*)ï/'rr-//. 

Sh. f A = fx- 10 /* 4- 1^/% ^ 

S«. 6A= (6/-31X5 •#- î»x» >K rr- //• 

Si». 7A :s 7X -5^x' 4* ii»x' ■- ^x\ 

5«.8A = C8x-«ox«4- i^*/»-iiai7)j/'yr-x/. 

Pour trouver aifément dbaeuAe Ae ces deux Tables , 
il n'y a qu^à fuppofer le dernier fin us trouvé =3 /m A , 
tandis que le fînus & cofînus de B font conflamment dé- 
iignéspar s8cc^ &cberclierenfuitelefinusdelaibmme 
de ces deux arcs par la formule: 

Sin ( A-+-B) =^n A x co/B +jÇ» ^xecfA. II 
n'eit pas difficile de voir que l'on rendroit tous ks termes 
de ces équations homogènes ^ en fubftituant les diâé* 
rentes puiflances du rayon ou finus total que nous nous 
fommes di^enfés d'exprimer. On voit pareillement que 
la première fuite donne l'expreflîon des finus de l'arc 
multiple en cofinus de l'arc fimple , & la féconde 
donne les expreflions des mêmes finus en finus de l'arc 
fimple. Pour donner à ces formules toute la géné- 
ralité dont elles font fufceptibles , nous ajouterons ici 
la formule générale qui convient à chaque fuite ; il eft 
aifé de voir que b féconde Table aura deux formules 

générales à caufe de r rr^— jx qui fe trouve à tous les 
termes de rang pair, fans fe trouver aux termes de rang 
impair. Quant à I9 manière de trouver ces formules g^ 
nérales , elle fe déduit de la confidération des coeffi* 
cients & des expofants de chaque terme. 
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A Formule générale pour la première fuite. 

1. t . !• »• 3» 

!• !• 3. 4. J 

n étant un nombre quelconque. 

B Première formule générale pour la féconde fuite 
n /w«j ir» nombre impair quelconque. 

Sm. nA=ni — •— — 1. + n- r ^.^ 

I » 2* 3» x.x,^«4»5« 

C Seconde formule générale pour la féconde fuite 
n /r^;^^ ir» nombre pair quelconque. 

Sin.nA==/^«i~ï21ïEÎ 5^ + 1121^^ 

\ ! >>»}* i. ». 3«4» î« 

i tx im-4 X iiii"i^xim-3^ 7 , 
i.i. 3«4* 5«^7* 

Corollaire V. 

29. Pareillement fi Pon fuppofe encore Farc B fuc« 
ceflivement égal à A , aA , 3 A , 4A > &c , en fe fervant 
encore des mêmes dénominations ; & fuivant le même 
procédé fur la formule du cofinus de la ibmme de deux 
arcs trouvée au fécond problême, on formera encore les 
deux Tables fuivantes , dont Pane estprime les cofinus 
d'arcs multiples en cofinus ^& l'autre en fmus de Parc 
fimple ; on aura donc : 
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Cof. A = #. ; 

Co/I lA = 2CC-I. 

Co/I 5A ss 4c'-3r. 

C0/.4A = 8c*--8c*-f.J. 

0/. çA = i6c^ - 20c' -+- 5^» 

0>/. éA = 32c*-48c*-f- i8r*-û 

&C. 

O tJ 

Co/l A s yTTr^. 
Cof. lA = -2XX-+-IT; 
Co/. 3A ts ( - 4XX'+' rr ) |Arr • xx. 
, Ce/;4A î= 8x*-.8x*-f-i. ^^^ 

Co/.jA = (i^x*-i2X»4-i)j/"rr-xx, 

Cof. ^A = - 3ix*-f'48x*-.i8x»4- i# 

Cof. 7A a ( - 64X* -h8ox* - i4 /* rh I ) j/rr- XX. 

D. Formule générale pour la première Juite j n étant 
un nombre quelconque. 

I 

I. ». I. 1. 3« 

I. 2. 3. 4. 

Si l'arc défîgné par A eft obtus , fon cofinus devient 
négatif , & alors toutes les formules oà la lettre c fe 
trouve élevée à des puiflances impaires changent de 
figne ; ce qui aura lieu pareillement dans la formule gé-^ 
nérale lorfque n efl impair, 

Formidç 



/# 
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F. Formule générale de la féconde fuite, n étant u» 
nombre impair quelconque^ 

Cof. nA=(i a"" '/""':? ;nr^X2"-î j—»' 

— 1. 1. / 

<î. Formule générale de la féconde fuite y n étant 
un nombre pair quelconque. 

I 

I. !• 3. 4* 

Les fîgnes fupérieurs ont lieu dans la première for-^ 
mule j lorfque le nombre impair eft l'un des nombres 
impairs i , 5 , 9 > i^ » &c; & les chiffres inférieurs dans 
les cas oà n eft Fun des nombres impairs 3. 7. 1 1. &c. 

De même dans la féconde formule les fignes fupérieurs 
ont lieu , lorfque le nombre eft pairement pair ; & le 
figne inférieur eft pour les nombres qui ne font pas pai- 
rement pairs. 

S c H o L I E. 

30. On pourroit déduire des formules générales que 
nous venons de donner un grand nombre de vérités 
intérelTantes , fur la nature des racines des équations ; 
dans la crainte de nous étendre trop loin nous ren- 
voyons nos Leéleurs aux ouvrages de M. Euler , oh 
Ton trouvera tout le détail qu'on pourroit defirer fur 
cette matière. Nous nous contenterons d'appliquer ces 
formules à la théorie des puifTances des finus & cofinus , 

Sue nous réduirons à deux Problêmes. Le premier ; étant 
année une puijfance quelconque (Pun Jînus ou d^un co- 
Jinus ^ trouver VexpreJUion Ae cette puijfance en finus & 
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cojinus de Varc Jîmple ou de fes multiples. Le fécond 
que nous venons de réfoudre , n'a befoin que d'être 
énoncé, & fe réduit à exprimer unjînus ou cojînus £wi 
^arc multiple par des puijfances du fînus ou cojînus de 
Varc Jimple. M. Euler déduit les formules qu'il a donné 
fur cette théorie des formules que nous avons expofées 
au n"". 26; il nous a paru qu'elles fe tiroient plus 
aifément des formules précédentes. 

P R O BLEME m. 

3 1 . Exprimer les puijfances des fînus ^cojînus d^un arc 
''' quelconque par lesjîtîus &* cojînus dé ce ntême arc 6u de fes 
multipUi. Solution. 

Ce t'roblême renferme deux parties r^nous allons d'a- 
. bord chercher les formules qui donnent les valeurs des 
-puiflances'desfiîius* Pour cela je ferai ufage des 'deux 
. tables données aux deux derniers Corollatres , ic dans 
lefquelles on a employé la lettre s qui défigne je finus de 
l'arc fimple. Pour peu qu'on y faffe attention , l'on verra 
que les termes de rangs impairs de la féconde table du 
. n^ 28 , dpnneront les valeurs des puiflances impaires de 
lalettre 5, & les 'termes de rang pair de la féconde ta- 
ble du Corollaire V donneront Ifcs puiflances paires du 
même finus ; obfervant d'éliminer dans les termes ul- 
térieurs les puiflances qui pourroient s'y réncôtltrèr. Ainfi 
' àcjîn A s=: s 9 oniire Jîn A =i fin A. 

De même de l'équation cof lA == ^-^ ifji «4-'rr ; on 
'/tire 2jîn^ A = rr— co/'2A ; revenant à la fetfànde ta- 
't)le du CoirotlaîrelV; de l'équation fin iA'=i Ji*— 4s\ 
' l'on déduit ^Jîn'A— ^Jîn A^fin jAj enfin de là fé- 
conde table du Corollaire V, on tire cof^A^^s^-— 8i* 
4- 1 ; d'oà l'on déduira aifément 57^1^ A == cof^A — 
' 4 co/2A-4^ 3 , eh fubftîtuant à s^ la valeuf déjà trouvée 
. aJîn^A^=irr — C0/2A. Etâîhfî des autres ^eftfuivànt 
^cepfdcédé, on formera kifémènt Ja'tàibl.efiïïtknte. 
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^im A afin A. 
^ Sin^ A =s r - cof i A, 
4 Sin^ A = 3 Jî» A -^n 3 A. 
8 SiV A = 3-4f©/2A-f-^p/4A, 
16 SiV A = lofinh - 15 j?» 3 A -f-j&i ^ A, 
3 X SiV A = 10 - 1 y co/ 1 A -f- éco/4 A - cof 6 A. 
64 S/V A = ^sfittA '^ XI fini A-f- 7 fin $A -^fin 7A# 
128 SfV A.ss 35-« $6c</i A + x8 cof^AScofôA^ccfBAi 

25^ 5îit^ A s 1 26j7if A* 84 jîn 3 A+3^j7ii 5 A-^ /»7A-f^if ^Ay 
&c. 

Il efi aifé de remarquer la loi des coefficients de cette 
table ; & d'abord on voit que les puiflances impaires du 
iÎBus de A font toutes exprimées par les finus d'arcs mul« 
tiples du même arc , tandis que les puiiTances paires des 
llnus de A font toutes exprimées en cofinus. La loi des 
coefficients eft vifiblement celle des coefficients du bi« 
nome élevé à une puiiTance quelconque ; en obfervant 
que dans les puiflances paires le nombre abftrait qui n'eff 
point multiplié par un cofinus de A, n'eft que la moitié 
du coefficient que donne celui du même rang dans la 
puiiTance femblable du binôme. Celapofé, on voit quil 
faut néceflairement deux formules générales pour expri- 
mer ces fuites de puiiTances. 

H. Première formule générale des puijfances definK 

pour n impair y en commenf^nt par les derniers 

termes de la table. 



Jin.n — 4. A .f. fin. n — 6. A-*- 

^ Mx»-i •• • •it-x« &c. ^ 1,1 

<*c, • t t ♦ • . . -T* ■■ Jin.Ai '•: 

^^ u ». 3. &c, ** / ^ : 

Bij 
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K. Seconde formule générale pour les puiffances de 
fin. A, n étant un nombre pair quelconque. 

' ri^^^Tin" A=i:co/: nAIpn cof. n — 2. A ±^ 

i.i. J I. *• 3. -^ 

— - , /«xif-i xn-i&c.^ 



T ( ï jXco/o.A* 



Chacune des deux formules précédentes a deux fignes : 
n étant un nombre impair , on fe fervira du (igné fupé* 
rieur lorfque n=4m •+- 1 ; m étant un nombre quelcon- 
que: il faudra prendre les lignes inférieurs lorfque n=s4.in 
— ] ; m étant un nombre quelconque. Pareillement fi n 
eft pair, on fe fervira des lignes fupérieurs lorfque n = 
é^friy m étant un nombre quelconque ; & l'on prendra le 
figne inférieur pour n =s am , m défignant un nombre 
impair quelconque. 

32. Pour trouver préfentement une formule fembla- 
ble pour les puiffances fucceflives du cofinus d'un an- 
gle , on fe fervira des deux premières tables du cinquienae 
& quatrième Corollaire, précifément de la même manière 
que nous nous fommes fervi des deux d^nieres; & Ion 
trouvera aifément la table fuivante« 
Cop A = cof A. 

z Cop A = î -f- cof lA* 

4 Cop A = 3 cof A •+- ro/3 A. 

t Cof* A = 3 4-4 cof% A -Hcd/4 A* 

16 Cop A ss 10 cofA'h^ cof ^ A 'h cof s A. 

i%Cof^ A 3 10 -f- If co/i A H- ^ ro/4 A -+- cof 6 A. 

^4 Cop A a 3yro/A-f-iff«/3A-f-7 cof $ A-^ cof j A. 
&c. 

I(^i;ardant le dernier terme de chacune de ces équa- 
^îcins' comme le premier, ou ce qui revient au même , 
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{prenant toutes ces^ équations à rebours > on formera aifé:* 
ment la formule générale fui vante. 



L. 2"~ cof. A =scof. nA -H-j-ço/..n — 2. A-+i 

cg/.n-— 4X AHf* co/.n — o.A 

I. I. "^ I. 2. 3. 

nx«-ixfi-i &c. 



*.••-.•. 4r ' " ' , , «,^ cof.n^^n. A ou 

c<>f A felôn.^ue /i eft un nombre pair ou impair. C.(l.FT. 

S C H O L I E. 

33* Quoique nous ayons déjà réfolu Pinverfe du der- 
nier Problème , néanmoins comme on peut encore en 
donner d'autres folutions au moyen des tables des not. 28 
& 2p , en cherchant la loi des termes à commencer par les 
derniers termes, nous ajouterons encore ici ces folutions. 

Problème IV. 

5J. Trouver une formule générait pour transformer un 
Jînus ou cojînus du multiple d^un arc quelconque A ^ en 
puijfances des Jînus & cojînus de Carcjîmple. 

Solution. 

Ce Problême a plufieurs parties ; le finus d'un arc mul- 
tiple étant donné peut être exprimé en finus ou cofmus , 
félon qu'on fe fert de la première ou de la féconde table 
du n^. 28. De plus il eft vifible que dans l'un & dans 
l'autre cas la formule doit avoir différentes expreflions 
fuivant que l'on commence la fuite par le premier ou Iç 
dernier terme; de plus encore on voit qu^eh commen- 
çant par le dernier terme, les formules générales font en- 
core différentes , fuivant que le nombre n eft pair ou 
impair. Cela pofé; la formule A du n®. 28 eft celle qui 
réfout le problême en prenant l'expreflion des finus mul- 
tiples en puiflance du cofinus de l'arc fimple , & corn- 

Biij 



Aençant h (liitë par le premier terme, n étant lin homBre* 
quelconque pair ou in^pair. Lés formules B & C du même 
num. donnent les valeurs générales des finus multiples 
eh puiiTances du finus de Tare fimplé*; B**polir nimpair;8c 
C pour n pair quelconque ; en commençant chaque fuite 
par le premier terme. H nous refte à chercher lés formu»- 
ies générales qui farisfont au même Problême en com- 
mençant chaque fuite par les plus hautes puiffances du. 
finus de l'arc fimple ; & nous aurons vifiblement deux 
formules générales , fuivant que n fera un nombre pair ou 
impair. 

M. Forrriute pour riduirt un fintis multiple en 
fonêlions du finus dé Farùfimpté^^ n étant 
unriùThhte pàit. 

Sin.nA=:('T^"*'5"^'-*-^X2"-^i"-^T 

I. t I. 2. 3 a ^ 

• Ifr&c,.,«+-njy l^rr-^w. 

N. Formule pour réduire un firius multiple enfonc-- 
fions du finus de farcjirnp/e , n étant un 
nombre impair quelconque. 

. . " — ' ^^ 1. 1 

,n-4-^ iiXit-4><»- y n-7^--.^ ~ »y yi-^y xii-^X»-y 
TTx. 5 1. 1. J. 4 

— I. 1. j. 4. 5 

&C. 
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p. Formule pour réduire un cojinus multiple en 
fondons du cojinus de rarx:Jimple , n étant un 
nombre pair quelconque. 

H-Cof.nA«=r« — — xr"-* co/* A H- -21 x^î^4 

— 1.1 -^ ■ !•! 3. 4 

' ♦co/* A-— X ^;^ X -^^ r cor A 

II* II* -4 ii*-i^ «*-3^ » « >•• * 

P. Formule pour VL fuppojé un nornbre impair 
quelconque. 

±CQÎ.nk=mr'"^\of.h^n'^r''^^coP A + 

»Xff*-i ii*-f n-'S ., . »x ii*-.ixii'-5Xii* -ij 

r co/ ^ A ' — ^ — : 

2. j X 4-5 *' I. !• 3 4. 5 6. 7 

-n-7 nk »X«*-"iXii*-pxii*-ijxn^-45> „.« ^, . 

— &C. 

Ces deux dernières formules fe dcduifcnt aîfément de 
h première table du Corollaire V (n**. 2p ) , en obfervant 
la loi des coefficients pour les termes de rang pair & de 
rang impair. Dans la première formule M des fînus , on 
prendra le figne fupérieur lor{que le nombre eft quel- 
qu'un des nombres pairs défignés par 4m , m étant un 
nombre quelcpnque ; le figne inférieur a lieu pour tous 
les nombres de {a forme 2m en fuppofant que m eft un 
nombre impair quelconque. 

Pareillement aans la féconde formule N, le figne fupé- 
rieur doit avoir lieu pour les les npmbres impairs de la 
forme 4m — i , & le figne inférieur pour ceux de la 
forme 4m -H i , m étant un nombre quelconque. On 
verra de même que dans la troifieme fuite O, le cofinus eft 
pofitif ou négatif fuivant que l'on a n =4rn ou » = am, 
m étant un nombre quelconque dans le premier cas & un 

Biv 
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nombre impair dans le fécond. Enfin lorfque n eft impair^ 
le cofinus eft poficif ou négatif félon que ns^m^^ r 
on 4?n — I . 

De fufage des Faôteurs imaginaires dans la théorie 
des Sinus & €oftnus. 

^6. Toutes les fuites que nous venons de donner, 
ont été déduites immédiatement des deux Problêmes fur 
les finus & cofinus de la fomme ou de la différence db 
deux arcs quelconques , que nous avons fuppofés égaux i 
mais il y auroit encore bien d'autres méthodes dé dé- 
couvrir de nouvelles fuites ; nous ajouterons feulement 
ici celle où l'on employé des faâeurs imaginaires , non 
que les expreflions abfurdes en elles-mêmes foient pré- 
férables à d'autres , mais parce qu^on peut quelquefois 
les employer heurcufement pour abréger tes calculs , & 
découvrir facilement , par leur moyen, des vérités inté- 
reffantes. 

PROBLEME V. 

37. Trouver les Faveurs de la fomme de deux quarrés 
tels que aa &* bb , ou ce qui revient au même , découvrir 
comment il faut combiner a & h par multiplication ^ pour 
que le produit foit aa •+* bb. 

Solution. 

Soient A & B les indéterminées qui doivent afRfter 
les racines aich des quarrés , pour que le produit foit aa 
^hb\8c fuppofons que les faéleurs foient ^ H- Afc , & 
aB-H h. Fâifant la multiplication de ces deux faôeurs> 
on trouve que le produit û^B •+- abKR -^ ab ^ Abb 
=i aa'+^bb; comparant les. termes de cette équation , ]e^ 
vois qu'en fuppofant aaB = aa on aura B = i , & 
qu'en fuppofant Abb=:bb on aura auffi A =:= i ; ce qui 
m'apprend d^abord qiie fi les quantités A & Bfontpof- 
fibles , on aura A = B , ce qui donne AB = A A == BB ; 
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jirffentemcnt à caufe.que dans la fomme aa i+» bb le 
terme ab manque, il faut donc que l'on ait ab -H abABsss 
o ou izi 4- AAab = o ou ûA •+• Bhab = o; c'eft-à-dirc, 
qu*on auroit A A ■+- l=sO ou BB H- i = o; ce qui cft 
împoflîble ; puifque nous avons vu que A A ou BB = i ; 
donc les fafteurs ne peuvent pas avoir la forme fuppo- 
féê; donc la quantité propofée ne peut pas être décom- 
pofée en fafteurs, ou , ce qui revient au inême , n'eft pas 
un produit des quantités a Se b^ de quelque manière qu'on 
veuille fes combiner. Cependant fi on veut en quelque 
façon réfôudre l'équation AA-+-I = o , malgré l^abfur- 
dité qu'elle emporte , comme on vient de le voir; on 

aura AA = — i ; & tirant les racines A =3 -f- K i^. 1^ 

On trouvera de même B =î-f- r — i. Cette expreffion 
que les Géomètres ont nommée imaginaire , n'eft donc 
pas une quantité réelle , mais un figne d'une fuppofition 
abfurde dans laquelle on regarde comme produit de deux 
quantités ce qui n^en eft pas un. 

Ce figne pouvant être d'ufage , rien n'empêche de 
l'employer dans le calcul, & al ors les fadeurs imaginai- 
res de aa -4- bb feront « -h fc ^^ — i ) & tf — fc K^— i 
out^-fl y^ — I Scb — aV^ — i,ôu— tf ^by^ZIi 
^ a — bV^^^. a Q. F. T. 

S C H o L t E. 

3 8. Ayant découvert que aa^bb ne peut pas être 
un produit des quantités^ & b^ on pourroit demander 
s'il n'y a pas quelque moyen de trouver cette même 
fomme de quarrés par une autre corobinaifon des quan- 
tités û'^bica—b. Dans cette vue, j'élève chacune de 
ces quantités au quatre , & je trouve afl+ 2tffc-hW, 
aa — 2ab H- W. Je voisauffi qu'en ajoutant ces quarrés, 
& prenant leur demî-fomme , on aura la fomme «« •+• W ; 
donc il eft clair que cette fomme de quarrés n'eft pas un 
produit des quantités 4 -f- i Se a — b , mais uniquement. 
la demi-fomme des quarrés de ces mêmes quantités. 
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On pAurroh pouffer cette théorie beaucoup plus Joio^ 
mais j,'ai calque U pcui qug j'en ai dit ici , étoit, nécef- 
faire pour fixer l'idée qu'on doit fe former des imaginai- 
res qui n'ont été bien préfentées dans aucun élément > 
du moins de ceux que jecaonois. De plus cette théorie 
me paroît également néc^ffaire > depuis qu'on a introduit 
ces exprefiions dans les.finus& cofinus. Enfin on ne peut 
pas avoir des notions précifes des rapports fînguliers qui 
fe trouvent entre les courbes du genre hyperbolique & 
celles du ^nre elliptique , & pareillement entre Iqs îoga- 
rithmes& les arcs de cercle, fans y faire l'application de 
. tout ce q^el npus. venons de dire ici. 

COKOLLAIRE I. 

3p. Il fuit delà que fi l'on veut trouver les fafteurs 
imaginaires èejin^ A -H cof^ A = RR » on aura ( cofA. 

^fin A }^^^) xÇcofA-^fn A K~ï ) = RR. 
De même fi l'on fuppofe un autre arc B ; & qu'on veuille 
Éiire ufage des fadeurs imaginaires ,. on trouvera que 

( cofA^finA V^^^i) X (co/Bj+^n BV^^=T) =i 

€9fA X caf^ — Jîn A xjîn B-+- j/' — i x ( cofA xJînB 

^fin AxJînB). =55 co/ ( A -V-B ) 4- V^^^fm 
(A-hB).(art. 23 &24). 

Demême(co/A— /nAî^^)x (co/B— /nB 

V^^) == cof{A^'R)—VL~[fin ( A+B), On 

trouveroit par un calcul femblable que (cofA -f- V^-^ i 

fink) X (co/Bji:V^~T/nB)x cofC±^V~^ 

jÇ«C) = co/(A -hB ^C) ±_V^^^fin{A^ 
B 4- C ). 

COKOLLAIRE II« 

40. Donc fi l'on prend deux faél:eurs,& qu'on fuppofe 
les arcs A &B égaux entr'cux , on aura ( co/ A hi- fin 
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A 1^ — I ) * =icef lA -^ Jin %kT — i. On trou- 
vera de même que (co/A :±^fin kV — i ) ' =« ca/3A 
2*2 Jwï 3 A |/"i — ^^1 ; & par analogie l'on en conclura gé- 
iléralenàeht que ( cofA -^- Jîn A K-^i )" = eof trh 

Corollaire III. 

41. De la dernière ëquatîon Pon tvttjin ïiA V — i 

s-= (^cofA ^Jin A K^^^)* — co/nA. Et li caufe du 

figne — on aura' encore T?»* nAf^— i =s ct^/'nA — 

(c^/À -^jzn A y — i) ^ Ajoutant ces deux valeurs & 

divifant par 2 V^ — i , on trouver l'exprefBon fuivante 
pour le finus d'un arc multiple. 

On trouveroît de même que 

Corollaire IV. 

42. Si l'on élevé chacun de ces binômes ^ la puiiîance 
n par la formule générale 9 on trouvera que tous les ter- 
mes afFeâés d'imaginaires fe détruifent > & l'on aura 
deux fuites générale» , dont l'une exprimera les finus & 
l'autre les cofinus d'arcs multiples. 

Q. Première formule. 

Sin. nA=n. co/"" ' A x> A — ^^"^^"^^ co/""^ 

A/zn'A-H — ^ ^ ■ ■ ■ cor 'A /Fn^A, 

^ 1. ». 3. 4. 5 -^ "^ 

&c. 
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R. Seconde formule m 



ifXir-i ^n^% 



CoC.nA:=xcof: A — ^^—^ c<^* A >* A H* 



c(j/I *" A^n*A— 



co/;«-^A//i^A + &c. 

C O a O L L A l R E V^ 

43 . Si l'on fuppofe que Tare A foit infiniment-petit, 
on aura JînA=iA ÔccofA = r ou i. Pour que l'arc 
nA devienne d'une grandeur finie , il faudra que n de- 
vienne infiniment- grand; ce qui réduira les produits 

icnxn — i; nxn — 2; &c. aux puiflances 7i% n* 
&c. Si l'on fait l'arc nA =c à caufe que^îi A=: A, dans 

notre fuppofition A = JL; on aura Jîn^ A =— &c. 

n it 

ainfi des autres puiflances Acjîn A, tandis que toutes les 

puiflances de cofA feront égales à l'unité ; ainfi l'on aura 

de nouvelles formules au moyen defquelles il fera facile 

d'exprimer le finus ou cofinus en parties de l'arc > ou en 

décimales du rayon. 

S. Première formule. 



Sin. C = (T — 



u Vm l ^^ 1. 1. 3. 4t f 1. 1. 3. 4« $. 6. 7 

-^&C. 



i.x.3.4.5, 6.7.S.P 

T. Seconde formule. 



€' 



Cof. C=i \ 



c* r^ 



1.2 1.2.3.4 1*2. 3«4«5*^ 

— &c. 



X.2. 3.4. 5.6.7. ^ 

On voit que ces formules donneront le finus & cofinus 
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d'autant plus rapidement qu'elles feront plus conver- 
■gentes, ce qui arrivera fi Parc défigné par c eft d'un petit 
nombre de degrés. Il y a encore plufieurs fuites fembla- 
Jbles. On fe fert de ces fuites pour calculer les finus & 
cofinus naturels d'un arc quelconque. ( Voyez l'ex- 
pofition du calcul aftrohomique de M. de la Lande, 
page 21). 

rKOBLEMEVl. 

44* Troi/i/er la tangente de la femme ou de la différence 
de deux aus donnés A & B« 

Solution. 

Soient AM & AN (fig.6. ) les arcs donnés dont AG & 
AL font les tangentes^ que nous défigneronspar t & t : il 
cft vifible que la ligne NT perpendiculaire à l'extrémité 
du rayon CN fera Ta tangente de la fomme de ces deux 
arcs ; nous la défignerons par T ; & ces fuppofîtions 
nous ferons trouver la tangente de la fbmme de deux 
arcs quelconques A & B. Pour avoir celle de la diffc- 
rence,nous Regarderons l'arc MN comme A , & Parc AM 
comme B; AL fera la tangente de la différence des arcs 
A & B ; nous la nommerons r. Soient encore abaiffées 
les perpendiculaires AQ , GP au rayon CN. Cela 
pofé,à caufe des triangles femblables CKN, CAQ, l'on 

a^ira CR : RN : : CA : AQ ou l/rr-^M : fl : : r : 
.y ; de même à caufc des triangles femblables 

AQL , GPL , on aura AL : AQ : : GL : GP ou8 : 

^y : : f -H fl : 77=^ De plus a caufe que 

CL;AL: : AL:QL, on aura QL = 77= ; il eft 

«ncore évident , à caule des triangles femblables AQL , 
iîPL que AL : QL : ; GL ;PL ou que ; . ;: 
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t^i : 77=-; donc CP ou CL — PL = 77=^. 

Au moyen des expreffions que nous venons de trouver, il 
cft aifé d'avoir celle de la tangente NT ; car à caufe des 
triangles femblables CPG, CNT on aura ÇP : PG : : 

rr^êt rxé'hf 

CN : NT & analytiquement . • ■ • : : 

r :!2$i±:= wng (A + B) doù Ton tire en faifant 



rr-ét 



tangArh tang B 



le rayon égal à l'unité tmg (A +B) = Jf^L^lTL!!:^. 

2^. Pour avoir la tangente de la différence de deux 
angles, on fe fervira de Péquationque nous venons de 

trouver Ts3= HiL-ii.; & traitant l'une des tangentes 

ou t comme inconnue , on aura la tangente de la diffé- 
rence de deux arcs. Les règles ordinaires nous donnent 

t ou T — ^^- - j. ; donc en faifant le rayon égal à l'unité 
on aura'J^ ou rang ( A — B ) «= ^^^ngAyangB 

s C H O L I E. 

4 j. On auroît pu trouver ce même réfultat fans au- 
cune conflruftion géométrique par le moyen des for- 
mules déjà données , comme il fuit. Soit S la fécante de 
A , & i celle de B« On aura par les propriétés connues 

Tr 
des finus , cofînus , tangentes &fécantc8,7î/fA == — & 

cofA =5 -, & de même fin B = 'SSc cofB^ ^T ; fub- 
ftituant ces valeurs, dans celles de^/i(A -^-JB) oaaura 
fin (A^B) =^12^ Se fin CA-b7=^^^; 

on trouveroit de. même cof(A -+- B) == — = & cof 

(A— B)=!Zl^lIf^îdonc à caufe que'wng «^ 
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on trouvera comme ci-deflus tang ( A •+- B ) ss rxTn-r 
r A T> A rx(T-0 rr-T# 

&/««g(A-.B) = 7;^. 

COROLLAIRB L 

'^(r^^tangAxtattgE)x(r^'-tangAxtang'B) 
C0R0LX.AIA£ IL 

47« Si l'un des angles eft de 45^ on aura tang A -+- 

i-htangAxr rr 

4c ° = -2 — j— =3 - — — -- — j--. Car on trouvera 

^-^ 1 - tang A tang ( 45®- A) 

fur le champ que le rayon eft moyen proportionnel en^ 

tre tang ( 4} ° 4- A ) & tang ^jo — A )• D*où il fuie 

Sue il l'on a calculé les tangomesdes angles au-deiTous 
e 45-% on aura toutes les tangentes, dès angles au-defTus 
de 4^° par une fimple divifion. Et ù Pon a calculé les 
logarithmes des mêmes tangentes, -on aura^^pareillement 
les logarithmes des tangentes des arcs au-adefliis de 4y* 
en ôtant le logarithme de la tangente trouvée du dou- 
ble logarithme du finus total. > Ce Corollaire fait voir 
comment on a pu conftruire aîfément Jes tables des 
tangentes & de leurs logarithmes. 

CoROLLAlR£ IIL 

48^ Tant que les angles A & B' feront tels que leur 
fomme foie moindre que po® , Texpreffion de tang 
( A 4- B) fera pofitive. SiTon foppofe que rang A x 
tang B=;rr, ce qui arrive , lorfque les angles font 
compléments l'un de l'autre ,"le dénominateur devenant 
zéro nous avertit que cette tangente n'a plus d'expreflîon 
finie. Enfin lorfque tang A x tang B éft plus grand que 
TTy ce qui a lieu , lorfque les deux angles font enfemble 
un angle obtus j l'exprcflion ^ela tangente devient né-^ 
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gadve ; ce qui avertit que cette tangente doit fe prcn^ 

tire dans un fetis oppofé. 

Corollaire IV. 

49* Si l'onfuppofe que les arcs A&B foient égaux > 
•& qu'on imagine une fuite d'arcs A, 2A , 3 A , 4A, &c, 
multiples du premier , il fera facile d'en trouver les tan- 
gentes au moyen de la formule tang (A-hB) = 

rr^tangA.iangB ' ^^ «gardant toujours la dernière tan- 
gente trouvée comme tang A , & faifant toujours B =3 
^ l'arc fimple A , dont on cherche les multiples ; fuivant 
ce procédé on formera aifément la table fuivante. 

Tang A = T. 
Tang 2A=;^7^^ 
Tang 3A=7rr7TT' 

D'où il eftaîfé de déduire laformule générale fuivante, 
en obfervant la loi des coefficients pour un arc multiple 
quelconque , & faifant le rayon égala l'unité. 

rj* T*+ ' — T* — &c. 

»i— . T*-+- T*— &c. 

I. X * i.z.3«4 

Pour abréger l'expreffion de cette formule, ainfi que 
toutes celles que nous avons données jufqu'ici, on peut 
faire attention que chaque coefficient renferme toujours 
celui du terme qui le précède ; ainfi repréfentant ces 
coefficients par les lettres indéterminées AyB, Q D ,&c. 

pour 
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tjourle numérateur «, )8,y, ^, &c; pour le dënomina- 
teur la formule précédente pourra s'exprimer comme on 
le voit ici. 

^"°«-"*:T«-^T-+.x:!±Ç-'T.-,i.^'T.+,.l^'T--»cc 

yo. Si l'on veut exprimer les tangentes des arcs mul- 
tiples en commençant parle plus haut terme ou la olus 
iiautepuiffance deT,on verra aifément qu'il fout deux 
fuites ou formules générales, Tune pour les nombres im- 
pairs & l'autre pour les nombres pairs. De plus à cauiê 
que ks plus hautes puiffances impaires font alternative- 
ment pofitives & négatives-, on aura les deuicfignes ^' 
devant la tangente multiple. 



^Tang.nAs=. 



Première formule pour n impair: 




Seconde formule pour n , fuppofé m nombre pair 
quelconque. 

^Tang* TïA g. ■ . . ■ ;_ » — t 

Tn_ ii.B-1 —/i-t .^ n-2.n-3Hpn-4 ^ n-4*"^-.r q^»"^ 
i.i . 3.4/ . ^r . 

yi. Si l'on veut faire entreries cotangentesdànsl'exr 
preflîon des tangentes d'arcs multiples, la table pféçé-? 
dente fe changera facilement en celle qui fuit , en met-; 

tant cotangente à la place de J^« D'où if fera égâle-i 

ment facîle_de former une autre table pour les cotangenr 
les des ares multiples* ': . . 

. / • C 
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Cou A="«A. - 

c»t A - tang A 
Û>f.2A = 1 • 

r^ cof A - 6y ' tangA 4- tang^ A 

r* co/ A - ior\ f^g A •+• j rang' A 
Or. jAœ 5^«-io^a»g*A4-M«^*A • 
f r^<fofA-ïyr^|^it|:A-M5r*/tfitg^ A-Ztfiy^A 

Cbr;6A±s3 ér^-iorW^irg^A + ^îw»^* a * 

£t en général on aura : ' 

co/ A- -— - tang^A'+'A ' tang^A^ B ' , r^mc^^A 

(LOUUA^ ■■■■., . .. ■ I I — . I. j. 

ji-l.n-z A . i»'>*3»'^-4 tA n-^.n-o OCC* 

«.■^ — — - w«^A 4- fi ] ■ ■■^tf>g>A-y -./jgg^A 

*• 3 4» > o. 7 

en faifent le rayon égal à l'unité ; parce qu'en faifant pa- 

^ rpître le.rayon il eût fallu deux fuites pour exprimer les 

cotangentes d*ârcs multiples , fuivant que fi^ftroit un 

aipmbre pair ou impair. - — .- - 

. f2. îi efl encore vîfîble que Ton pourfoi* appliquer aux 
cptangentes d'arcs multiples les deux dernières formules 
génértiîê^ ; eh commençant par tesf termes de la pW^haute 
puiffance , puifque les coefficients font toujours les 
T .: mêmes.pn^peut encore fe fervir des formulas précéden- 
tes, pôut transformer des puîflfances de tangentes en tan- 
^ fegntes ;d^a r çs fim ples-^ d 'a t cs -mu ltiples^ Ainfi Pohfor-. 
mera aif^rnerit la* table fuîvante- par. de fimplfs fubfli- 
tutions ; en fuppofant T'jT^' T''^ défignànt le j, tangentes 
des varcs multiples. Que * ." 

-• ^i — T. • ^ ' • ■ ' . • î --^^ ^ *"• 

-•■^.•:-^."~ T- ...... ■ -. • -..-. 

1 = : T^/T/V' '" ' ■ • ' •» 

11 en feroit dt même des autres puiffances» 
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Corollaire. 

$•3. II fuît encore delà que pour avoir toutes les tan- 
gentes depuis zëro de degrés jufqu'à po° , il fuffit de les 
trouver jufqu'à 30^ Car fi l'on nomme B un arc de cer- 
cle moindre que 30% & que Ton ait A = 30° — B. On 
aura auffi2A= 60» — 2B.8ccot aA=tang (30M-2B). 

Donc à caufe de la formule cot 2A = fîî — ^J^UIL^ on 

aura tmg (300-1- aB) = î!ili£!zlll^2.=5> ^ 

d'où Ton voit comment ila été facile de diminuer fingu- 
liérement le calcul des tables des tangentes , comme nous 
avons déjà fait voir fur les finus & cofinus. 
Premier Scholie. 
5*4. Non-feulement on peut trouver par les formules 
que nous avons donnés dans les fuites générales précé- 
dentes, le^ finus, cofinus, tangentes & cotangentes d'arcs 
multiples;mais dn peut encore en faire ufage pour trouver 
les Jînus ; cofinus Sec. d'un angle ou d'un arc fous-multi- 
ple dans tel rapport que l'on voudra ; mais alors on aura 
des équations de différents degrés à réfoudre, ce qui peut 
apporter de très-grands avantages dans la réfolution de 
ces équations par le/cercle ; puilque les tables des finus 
éuht toutes idreffées , contiennent auffi les racines de ces 
équations : parexemple , fi Ton veut divifer un arc en 
trois ou en ^^nq parties égales par le moyen de fon finus 
ou de:iQn: cofinus , on n'aura qu'à faire Jîm nA=:tf , & 
cofl RAt=3 A,;.'enfirite. on n'aura qu'àtrtiter s & c comme 
inconnues en les'défign^nt par j; &y, les formules & 
& D donneront lés équations fuivantes. ^x^ — . jt^a: •+• 
ar^=so6c4y^-^3r^y*^brH:=isxf. De même fi l'on nomme 
c la tangente nA, jla tangente de l'arc fimple défigné- 
par A, & qu'on faflfe ns=: 3; la formule de l'article 4pv 
donnera l'équation fuivante j^ — 3c?*— -Jr*^ •+ rc^J 
= j qui toutes, comme on le voit, font du troifieme 

Cij 



^ I 
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degré , ce qui fait voir que le problême de la trifeftîoii 
de l'angle eft toujours folide de quelque manière que 
Pon s'y prenne pour le réfoudre : on tombera toujours 
dans des équations finies , tant que n fera un nombre en-, 
tîer ou commenfurable. . Pareillement fi l'on cherchoit 
par les corangentes en faifant cot. nA=: d ic cotAsaau^ 
on trouverbît encore cette équation, u^ -H ^u^d •+- dru 
— jr' =a o qui ne diffère de la dernière que par les 
lignes. 

S-êcondSgh olie. 

jy. Pour éviter la cotifufion ; toous avons fupprimé 
dans la plupart des formules précédentes les variations 
dont elles font fufceptibles,eu égard aux changements des 
lignes ; mais au moyen des réflexions fuivantes on fera 
toujours à pbnée de connoître ce qu'ils indiquent, lorf- 
qu'ils pourront avoir lieu. Soit donc l'arc AM(Jîg.7)que 
lîous fuppofons moindre quepo® ;fi l'on regarde comme 
pofîtifs fon finus MP , fon cofînus CP , fa tangente AT 
& fa cotangente BR ; on verra que Le finus & la tangente 
de l'angle obtus ACmou de Parc Am feront encore po- 
fitifs , parce qu'ils confcrventla même fituation à l'égard 
du diamètre AD ; mais le cofinus Cp & la cotangente 
Br deviennent négadfs, parce qu'ayant la même ori- 
gine ils s'étendent dans des direâions oppofées à celles 
qu'avoîent ces mêmes lignes, lorfqu'elles étoicnt rappor- 
tées à l'angle aigu. Si l'arc AM devient Ati?/* , le finus , 
b tangente , le cofînus & la cotairgente deviennent tous 
négatifs^ tant que cet arc eft {dus grand que 1800 8c » 
moindre que 270^. Enfin s'ils paflent les trois quarts du 
cercle , on verra aifément que le finus & la tangente de- 
rviennent négatifs, tandis que lé cofinus. & 4a" cotangente. 
redeviennent pofitifs. Comme dans lés calculsirigonomé- 
triques on n'employé jamais que des angles drohs. obtus 
ou aigus ^ toutes les confidérations des fignes fe rédui-- 
ient à examiner dans quel cas les formules dont on fait 
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ufàge, indiquent un angle obtus ou aigus. D'après nos 
fuppofitions fi l'on trouve que l'expreffion d'un cofinus 
ou d'une cotangente devienne négative , cela indique 
que Tangle auquel ces lignes appaniennent , eft obtus* 

Préparation aux Théorèmes fuivants. 

y 5. Soit PE (fig^S) l'arc que nouç avons défigné par A 
&PB celui que nous avons nommé B. Du point B foient 
tirées les lignes BK & BH refpeftivement perpendicu- 
laires aux lignes DE & CP. De plus ayant mené les li« 
gnes BE & ÊO aux extrémités de la corde EO foient 
encore abaiffées fur ces lignes les perpendiculaires CT , 
ÇK terminées à la tangente RBT ; cette conftrudKon 
bien entendue on verra i® que l'arc BO = A-i-B* 
a"" que BE = A — B. 30 que KO = /î« A -^finB; 
4<>que KE =zjîn A — Jîn B. jo que KM = cofB -H 
co/"A,&que(S«KB=co/B — cofA. 7<>que BT = 
tang (\A^{B)i 80 que BR == r^ng (i A— {B). 
poque AL=//i (^A-hfB) &CL = c()/(|A4-f B). 
IQO que BF=X^ A — }B)& CF = co/(|A— iB> 
•I i<\ que OM == 2CF=2co/(i.A —{ B). Car l^arc MO 
=MN + NO; mais NO= i8o«— A&MN = B. 

Donc ^ =Jîn (po^— - f A -h î- B), donc MO = 

2cof(\ A — 4' B). 12® on fera voir de même, que ME=3 
âCL = 2co/( I A -H i B > Cela pofé , les Théorèmes 
fuivants n'auront aucune difficulté. 

Théorème VII. 

J7» Suppofant toutes chofis comme dans la conflruSion 
précédente ;- je dis qjue Von aura i^Jîn A "irfi^ B =3 
^XtA.H-|B)xco/(|A — ^B). 20que//i A — 
jînB = 2co/(iAH.iB)x/n(i:A—iB). 

D ÉM O N s T R.A TIC N. 

Les triangles reélangles MKO , CL A font évidem- 
ment femblables à cau& que l'angle en M du premier ed 

Çiij 
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égal i Tangle en C du fécond > on apra tlonc la propor* 
tion OK : OM : : AL : CA^ ou en fubftituant à ces li- 
gnes leurs expreffions en fmus & cofinus ;Jîn A-+-/in B : 
2co/({A — ^B):://i(f A-i-TB):R,d'oiil'ontîre 
la première partie du Théorème y en faifant le rayon 
égal à Funité, C,Q, Fi o,D. 

ao. A caufe des triangles femblables EKB , CL A on 
aura encore EK : EB : : CL : CA ou Jîn A — finB z 
2/n (I A— f B) : : cof(^A^{B) : R d'oà Ton tire 
la féconde partie du Théorème. C Q. F. 2®, D. 

Théorème VIIL 

58. Je dis déplus que Vôti aura encore les deuxéqua^ 
lions fuivantes. lo. Co/A -H co/B = 2cof(^ | A-+- 7 B > 
X c()/(i A— {B ). 2.\ cofB^cofA=2fin (tA-KB) 
xX-tA-rB). 

DÉMONSTRATION'. 

Les mêmes triangles femblables MKO, CLA, EKB 
donnent encore les deux analogies fuivantes MK : MO: : 
CL : CA ; & BK : BE : : AL : CA ; dans lefquelles 
fubftituant les valeurs de chaque terme ou trouvera cq/A 
-H cofB : 2co/(l A— i B) : : co/ (i A -h ^ B) ; R; 
aocofB—^iofA:2cof({A^iB)::fin{ik'^lBy: 
R ; d'où l'on tire fur le champ les deux équations qu'il 
falloit démontrer. C Q, F. D. 

Corollaire I» 

S 9. Doncon aura>±i:^ .>CiA-HB)xro/(iA4B) 
-^ ^ finA-fmB iro/dA-HB) xfm (i A-|B> 

=" iangi^A^iB) = '^'^ÉT ( i A 4- f B ) X cat 
(îA — jB) en fubftituant la tangente au lieu dt^^ 

cof 

Corollaire II. 

gn Dnt, >A4->B iJin(iA^iB)xcof(iA^B) 
^ • -i^onc ^o/AHhfo/B— wo/(iA4-lB)xro/C^A-iB^ 
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Ç5S toftg (7A-4-xB)en effaçant ce qui fe détruit , Se 

fin 

lubltituant tang, pour — .. 

C0R0LI.AIRS lïl, 

-, ^- A fin A -fin B 

61. Ue même on trouvera que ^^^^^ ^ r^ - = 

ar./(iA-iB)xco/CJAH-iB) ^ fin A^finB 

. fin l'on fera voir de la même manière que ^^rg ^^r^ 

«= c(?r ( 1 A H- 1 B ) X co r ( ^ A — i B ) . 

Corollaire IV. 
62. On trouvcroit encore pat des fimples fubftitutions 

eft une conféquence immédiate d^ ce que nous avons 
démontré ( n^ 13 ) R : cof{X : : 2/n x A iJînAy en 
faifant A == A •+• B. On trouveroit de même que 



EK-.>.(A±1) 



. Enfin l'on pour- 



ro/ÇA-f-B) 

roît encore déduire des différents triangles femblables 
que nous préfente la figure 8 , un grand nombre d'au- 
tres propriétés ; par exemple , du quadrilatère MOBE 
infcrit au cercle , on tireroit tout de fuite les formules 
que nous avons démontrées au n°. 26 par de fimples 
fubftitutions. Mais ce que nous venons d'expofer , fera 
plus que fuffifant pour indiquer comment on peut trou- 
ver les propriétés dont on pourroit avoir befoin. Il ne 
nous refte plus qu'à faire quelques applications de ces 
formules. 

Ciy ' 
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Ufage de quelques-unes des Formules précédentes 
dans les Logarithmes. 

tf 3; Les formules Jîn A -H/nB = 2/în ( ^ A + 1 B> 
^ cof(L^-.tByScflnA—fln.B==.lcof{{A^iB) 
xjin ( Y A — t B ) indiquent comment il faut s'y pren- 
dre pour trouver les logarithmes de h fomme ou- de la 
différence de deux quantités données : un exemple 
fera concevoir ai{ément la pratique de cette opération» 

Exemple I. 

'^4* Soient les nombres 84^7 & 8(^55* dont la Comme 
cft 17102,, de laquelle il s'agit dfe trouver le logarithme^ 
qu'on fuppofe ne fe pas trouver dans les tables. ( IL en 
feroit de même de deux autres nombres quelconques- 
qui contiendroient même des fraâions^ & dont les loga- 
rithmes feroient donnés ). Je me fers de la formule^n A 
4-/nB=2/?n(iAH-iB) x co/(i A — ^B). Pour 
avoir d^abord les angles A &B, j'ajoute 6 i la carafté- 
riftique des logarithmes it% nombres donnés y afin de 
pouvoir les trouver dans les tables des logarithmes des 
iinus , parce que ces logarithmes n'ont point de cara- 
ôériflique au-deilous dey niau-de(fus de ^ ^ & je trouve 

d'où Ton tire i- A-Hi B=5-8^ 46' j8'' & { A — ^B 
Je cherche enfuite tes fo- ^ ,^,^^^ r ^ j^ ^ 

. i_ ^ r j • 0,301050 /ofl^.rfe». 

garithmes du finus du premier 5^,^32071 log.fin. (f A^^B). 

de ces angles & celui du co- 9,9999 14 log. cof. C r A -j B)» 

iînus du dernier : ï la fomme 10,23301^ 

de ces logarithmes j'ajoute Ay^^ioi6^log.i7io%. 

celui du nombre 2; enfin de 

cette fomme j'ôte 10 -J- d ou i ^ à caufe du rayon qui 

divife ^ & .des iîx unités qui ont été ajoutées à^ lacara-* 
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R^rîffique, & je trouve que le logarithme de 17102 , eft 
cgal au refte ^,2.^^016. 

Exemple IL 

6^. Pareillement on pourroit faire ufage des mêmes 
formules pour conftruire par les logarithmes une expref- 
fion plus compliquée telle que feroit celle - ci r x 

(A4. + tfif — ^^\ 
^^ J dans laquelle on fuppofera que r eft le 

finus total ; que A eft un nombre dont le logarithme = 
4,05-4723; que celui de 0=1^,108^^^, & celui de *=s 
3,876870 , ce qui donnera les logarithnws des quantités 
A^, a^ hb en doublant les premiers. Celapofé,je regardé 
d*abord les logarithmes de A* & a^ comme ceux des 
finus de deux angles qu'il faut trouver. J'ajoute Tunîté 
à chaque caraflérif- , *, ^ 1 r o . .» a 
tiquepourentrouver ^^ a*= 7^215708= /c|.>.o * 4o'=B 
leslogarithmes parmi donco7::;;^h+\B^^o'^. 
ceux des unus. Ayant ^ fA— îB = 30 38'Î5'« 
trouvé les angles qui o,ioio\o^hg de i. 
leur répondent , j'a- 8,gi 4845 = hg.Jin. (| A 4- 5 B) 
che ve Topérarion 9,999119 = log. w/. C i A — ^ b> 
comme on le voit ici xi?,i 15003 
à côté ; & retranchant lO H- i de la caraftériftique du 
nombre trouvé , j'ai le logarithme de A* -H a^ = 
8, 1 1 5*003; regardant de nouveau ce logarithme comme 
celui dejin de A, & lui ajoutant l'unité ainfî qu'à celui 
de b^j l'opération s'achèvera comme on le voit ici , en 
fe fervant de h formule fin A — /in B = 2£n (^Â -Bï 

xc./(iAH^iB) / '' ^ r 

i'>7îî74o = /og./B. 30 ij' 5' & iA— iB = i» V s". 
0,301030 lor. 1. , . 

«,ytf77i<5 = %./î».(iA — iB) 0.301030/0^.*^. 
9,9Sto9 i = log.çof. (JA+iB;. ^'"ïf »î H'^^' 
i8,8668i7 L—J21 * 

7fi66Si7 = log. A' H- a* - bS 7,4tf4io7 /«^rfc lAa. 
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17,8^^837 /og.<if(AA-f-aa-bb) xR« 
■ 7>4^4î07 (A A4-aa^bb)xR 
10,402730 '^^* ^^ ^Ââ • 

De rufage du Complément arithmétique. 

66. Avant de terminer ces obfervations , il ne fera 
pas inutile de donner une notion précife de ce que ç'eft 
que le complément arithmétique, dont les Géométrés fe 
fervent fou vent pour changer la fouftraélion en addition. 
Paur cela foit, par exemple , le nombre 75'4à ôter du 
nombre 8p5, je vois d'abord que fi j'ôtois ce nombre 
de 1 000 , & que j'ajoutaffe le refte à 8p5 en ôtant de la 
ibmme le chiffre qui fe trouveroit au rang des milles , ce 
feroit comme fi je Tôtois de 896 comme à Pordînaîre. 
Mais pour ôter ce nombre de 1000 , il n'y a qu'à prendre 
tous les chiffres qui font des p avec chacun de ceux du 
nombre à fouftrairc, excepté le dernier qui doit faire 10, 
comme la fouftraélion le démontres le nombre que l'on 
trouve par cette opération , eft , ce que l'on appelle » 
Complément arithmétique. Aînfi dans notre exemple ce 
nombre eu 2^6 que j'ajoute à 896,en ôtant de lafomme 
1142 l'unité du rang des milles, j'ai 142 pour lereflc 
cherché. 

Cou DLL AIRS. 

61. H fuit delà & des formules cot A= ;tangk 

Ri Ri tangk 



-^ ; cofec A =sjr-^y & autres fcmblables , que les 

logarithmes de ces quantités fe trouveront en ajoutant 
les compléments arithmétiques des dénominateurs au lo- 
garithme du rayon. Ou ce qui revient au même que les 
logarithmes de ces quantités fe trouvent en prenant la 
différence du logarithme du dénominateur au logarithme 
du quarré du rayon qui a 20 pour charaélérxftique. 
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S C H O L I £• 

6S. Comme il peut être quelquefois néceflaire en (e 
fervant des formules que nous venons de démontrer dans 
le premier Chapitre de faire fur elles différentes combi* 
naifons ou fubflitutions,& qu'il feroit incommode de les 
chercher dans les différents articles oà elles fe trouvent , 
nous croyons qu'on fera bien aife de les trouver toutes 
ici réunies fous un feul & même point de vue^ ce qui 
nous fervira d'ailleurs de renvoi toutes les fois que nous 
aurons dans la fuite quelque fubftitution à faire. Nous . 
avons eu de plus l'attention de garder par-tout Thomo- 
généité des termes, afin qu'on foit dans le cas d'employer 
toutes ces formules aubefoin avec plus de confiance. 



Taille générale des Formules démontrées dans 
le premier Chapitre. 

69 • Sln. I A = r#/ ifup. de A» tang. y A = cot. \ fi$f. A. (no. 7); 
Sin. AxR - , ^ Jtn.Axfec.A 

coj» A K 

7i« ■ r A -^ot.A(n?. io).= - 

Jtiu A tang. Am 

. cof.AxiJin.A ^ ^ ^ . itfo/*A-RR 
7x.Si».2A=' ~ (n®. i3).cor. iA= — ^— ^ 

Stn. lA cof. A R»- a /?«» 4 A , « 

'^■7mâ-^= RR ^°-"^- 

-^ -D _. r A ^^op^A /w. AxR . ^ . r xr A jr o x 

75.R-f-wy: A= \^ =s- (n®,2i).=/?»,V.A.Cn^ix) 

R tang, f A 

K-hfm.Atzifm^ C4f°-MA). 

76.R-co/:A= -^^ ' =-f ^5—^-^^ — Cn^*0« = 

K R 

ftn. t;. A ( no. zr ). R ^/«. A = zfin^ ( 45*» — ^ A ). 

R-f-ro/A cot^iAK^cof.A tang^ ï^ , ^^ _^. 
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^ ^ xtang. 7 c:om|). A. 

80. Cou A = -fr^ ( no. 10 ). 

rtang.\K* 

ro/. A JfW- A 

/.A RR , ^ ./er.AxR Jî«-A p_ i|- V 

^ ^ /«.A. co/ec.A co/.A 

«4.S^.A=cor.^(7om/^.A-/tffig^A(no.i8).=«4iigr.A-|-ff(?^. \ hQn<>.i9} 

çQf, (450 ^ 1. A) 4- cor. ^ A ytf>ig>( 45"-+- r A) -4- cot* j A 

~ 1. *• 

8^ Co/^c. A = cot. I A - cor.A (û^ 18).= cQt. A-htang. \ ACn*.iy)# 

cot^A-htang.^A 

j« .1 " — • 

z . 

,,.«„.( A±B) =ilA2if£^i2±îi2^^(n-. z,). 

88. ^'''•^^ + ^> = '""g- A + ^^ng-B („,^ ^j ^ ^ 
jî». (A-B) r<wg-. A-MiigB 

>.aA-iB;xco/.(iA-iB)' 

8,. ''±iA±ll = ^"^ B - .ang. A ^ ^^^ ^^ ^^ ^ 

«/. ( A - B ) fo/.BH-Miig. A 

(R + •!/?»». riA44B))x(R-v/zj?»». (4 A-f-jB)) ^^<,^^j^_ 

( R -»- »/i>. (iA-i B )) X ( R - yi >.(i A - i B )). 

R»-ifi»»(iA-t-iB) , . . . 

—s iL-li .: — i, ( n». tdem, 

R--»/î„^(tA-iB) 

90. Sin. ( )o°H- A) =w/. A- fut. C jo» - A). C n*. »7 )• 

5»i. Co/. C jo" 4- A) =cof. ( 30* - A) - fin, A. idem. 

9*. Sin. A-hJin. B = i/»». (i A -H i B) x eo/. (i A- iB). (n'.fr). 

^}. Sin. A "fin. B=zcof.{iA-h{B)xfin.iiA-\B).(n'>.i7). 

94. Co/.A-t- w/.B = iM/.(iAH-iB)x«/.(iA-iB).(nM8i. 

,j. Co/. B - cof. A =»/î».aA-t-iB)xjîn.(iA-^B.) (n°.j8). 
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. Si n.K-hJin.B __ Mng. g A-HB) . .^ .. 

S»!.. A H->. B ^ r X A -»■ 4 B V r no. w\ 
*^-«/.A-+-«/.B 

,8. ?ÎÎLA±J2i5ss co». (i A-iB). (n«. tfi)' 

«y; B - cof. À 

„. S*'"-A->B _ ^^^^^ (I A - I B ). ( n-. tfi). 

,00. 5^Jl^^c«.(iA+iB).Cn«.«i). 
f (j/. B - coj. A 
Cof.B+cef.A eot.(iA - \B )_ fec.A-i-fec.B /^o,^,v 

**'• ;^-«/.A"M»g.(iA-t-|B)" /«. A -/w. B* ^ 

lo». Siu.AxJin. B= i «/.(A -B) - | co/CA -H B ). (n». »0. 

loj. S»«. A X cof3 = i>. (A + B) -^ifin. (A - B). (n\ i6). 

1 04. C»/: A x/i». B = i >. ( A ■+- B ) - i)î». (A - B). ( n».z(î ). 

ioy.Co/".AxM/.B=i«y:(A-i-B)-hico/:(A-B).(n<».itf). 

T,v <»<inr. A-l-M«r.B) xRR , . . 
,o..T.«g.(A+B) = 4I-— ^^^ . (n%40 

•^ y * nv ('^«^- -A. - Mwc:. B)xRR ,«^ ^ 
^°^-^-"^-(-^-">- RR^.«g.A.>..g.B ' ^" -^^î- 
(R+r4»r.A)xR RR 

lo«. T.«g. (A+4Jo; = R_J A ^"''•^'^^M;Ï7Ï?-T)- 

io^. Si A excède 45^ ' . — = — n— Tx- < a^* 47% 



• w>^. A - R tang. ( Ar45^) 
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CHAPITRE SECOND. 

Des Propriétés générales des Triangles 
fphérlques rectangles ou non rectangles y 
& de leur réjolution par analogies» 

PREMIERE SECTIok 
Des Triangles /phériques en général 

DÉ FIN I T I o N 5* 

ITO. i puTE portion d'une furface fpherîque termî-^ 
née par trois arcs de grand cercle, s'appelle un Triangle 
fphérique. (fig.p). . 

Corollaire. 

1 1 1; Il fuît delà que la confîdëratîon des petits cer-v 
des de la {phere n'appartient pas à laTrigonométrie fphe- 
rîque^ puifqu'elle n'employé que ceux qui ont le même 
centre que la fphere. 

112. Tout triangle fpherîque , comme un triangle 
reftiligne, a eflentiellement trois côtés & trois angles. 
Trois de ces fix parties étant données , comme Pon vou- 
dra , la Trigonométrie enfeîgne à trouver les autres. 

S C H O L I .£• 

113. Dans la Trigonométrie reâiligne la connoîf- 
fance des trois angles n'efl pas fuffifante pour connoître 
les trois côtés ; dans ce cas on ne peut avoir que les 
rapports des trois côtés, & non leurs valeurs abfolues ; 
dans la Trigonométrie fpérique au contraire j les côtés 
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n'étant que des feâeurs de cercle dont la valeur dépend 
du nombre des degrés qu'ils contiennent, la connoîffance 
des trois angles donne celle des trois côtés ; ce qui rentre 
pounant dans le cas corrçfpondant de la Trigonométrie 
reékiligne , à caufe que chaque degré varie fuivant le 
rayon du cercle auquel il appartient. Mais il y a encore 
une différence plus remarquable entre la Trigonométrie 
reftiligne & fpérique , c*eft que deux angles déterminent 
le troificme dans la Trigonométrie reâilîgne , ce qui n'a 
pas lieu dans la Trigonométrie fphérique ; d'oà il fuît 
que la définition, telle que nous venons de la donner, n'a 
lieu ftriftement que pour la Trigonométrie fphérique. 
C'eft ce que l'on fera à portée de voir encore plus claire- 
ment par la fuitet 

1 14. Les côtés d'un triangle fphérique ne font autre 
cbofe que chacun des arcs de grand cercle qui , par leur 
leur înterfeftîon fur la furfàce de la fphere , déterminent 
le triangle fphérique. 

I ly. L'angle que font entr*eux les feéleurs de cercle 
terminés à la furface de la fphere , & que nous venons 
de nommer côtés du triangle fphérique , forment ce que 
L'on appelle angle, fphérique. La Géométrie élémentaire 
nous apprend que cet angle fe mefure par celui que 
' forment deux lignes qui partent d'un même point de 
l'interfeôion commune des plans qui en forment les 
côtés; lefquelles lignes font perpendiculaires à cette 
même commune interfeâion. 

COKOLLAIRE. 

- 11^. il fuît delà que la furface d'un triangle fphé- 
rique BAC (Jig. 9 & 10 ) & les trois plans qui le termi- 
nent , forment une efpece de Pyramide triangulaire 
BGCA, dont lefommet G eftau centre de la fphere ^ 
la bafe une portion de la.furfacç fphérique, & dont les 
faces font des portions de grand cercle ou feâeurs cir- 
culaires tels qucAGC , AGB & BGC , lefqucls font en 
inême temps les côtés dn triangle BAC. 
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Définitions, 

. 117. Une ligne comme TGp perpendiculaire iauplam 
d'un grand cercle , pafTant par le centre de la fphere & 
terminée de part & d^utre a fa furface , fe nomme Vaxe 
de ce grand cercle. Les points V,p dans lefquels elle ren- 
contre cette furface , font nommés Itspoles de ce même 
grand cercle. De plus fi l'on conçoit une infinité de pe- 
tits cercles parallèles au premier, cet axe leur feraauflî 
perpendiculaire , & les points P écp font aufiî les pôles de 
ces mêmes petits cercles. 

Corollaire I. 

II 8. Donc chaque pôle d'un grand cercle eft éloi-^ 
gné de tous les points de fa circonférence dé po** , Se 
tous les arcs menés du pôle d'un petit cercle à fa cir- 
conférence font tous égaux entr'eux. 

Cor o LL AIRE IL 

lip. H fuit encore delà que tous les arcs de grand 
cercle menés par le pôle d*un cercle quelconque , font 
perpendiculaires à ce grand cercle ; car puifqu'ils Ibnc 
des grands cercles,comme on le fuppofe , ils paffent tous 
par le centre delà fphere; donc ils paffent tous par Taxe 
de ce grand cercle. Il faut dire la même chofe des petits 
cercles. 

Corollaire IIL 

120. Donc pour trouver le pôle d'un cercle quel- 
conque , il n'y a qu'à tracer fur la furface fphérique deux 
grands cercles perpendiculaires à fon plan; les points où 
ces cercles fe couperont , foit au-deffus foit au-deffous , 
feront les pôles demandés. . 

Corollaire IV. 

J2i. Il fuit encore delà que fi d'un point pris fur It 

furface 
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ïurfece fpbérique on veut mener un arc de cercle qui 
mefure la plus courte diftance de ce point à la circon- 
férence d'un xrercle quelconque , il faut tracer un arc de 
cercle dont le prolongement pafle par les pôles du cercle 
jdonné : & réciproquement ; fi cet arc paife par les noies 
d'un cercle donné , il mefurera la plus coune diftance 
d'un point donné à la circonférence. 

Corollaire V. 

122. Si l'on prend fur les côtés AC &BC (fig. xo ) 
3^un triangle fphérique BCA des arcs CL & CK de 5^0"^ 
chacun, & qu'ayant tiré les rayons GL & GK, on fatfe 
pafler par ces lignes un plan LGK, il eft vifible que le 
point C fera le pôle de ce cercle ; & comme les lignes 
GK , GL font perpendiculaires à l'interfeftion commune 
des plans AGC, BGC, elles mefurent par leur incli- 
naifon l'angle des mêmes plans, & par conféquent aulfî 
l'angle fphérique BCA. 

Corollaire VL 

123. It eft encore vifible que tout arc de petit cercle 
décrit du pôle C comme centre,étant d'un même nombre 
de degrés que l'arc KL eft également propre à mefurcr le 
même angle ACB ; mais on n'employé communément 
que des arcs de grand cercle. 

Corollaire VIL 

I24. Donc fi un angle fphérique eft droit, les deux 
arcs de grand cercle qui le forment , paflent réciproque- 
ment par leurs pôles. Et fi les plans de deux grands cer- 
cles renferment leurs axes refpeftifs , ou paffent par les 
pôles l'un de l'autre, l'angle qu'ils comprennent j eft un 
angle droit. 

Théorème L 

J25. Deux côtés quelconques £un triangle fphériqut BAC 
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pris enfenAUf font toujours plus grands que le troîjîemem 

DÉMONSTRATION. 

Cette propofîtîonefl: une fuite néceflàîre de ce que le 
chemin le plus court entre deux points pris fur la furface 
de la fphere , eft Tare de grand cercle qui paffe par ces 
mêmes points. C. Q. F. D. 

Théorème IL, 

125. La fomme des trois côtés à? un triangle queU 
(onque eji toujours moindre que 360°. ( fig. 10). 

Démonstration. 

Soient prolongés les côtés AC & BC d'un angle quel- 
conque jufqu'à ce qu'ils fe rencontrent de nouveau en D. 
Les arcs DAC , DBC feront chacun de 180° , puifque 
tous les grands cercles fe coupent en deiix parties égales. 
On aura donc DAC -hDBC=^ 360**. Mais par le der- 
nier Théorêm^e DA 4- DB> AB ;donc les trois côtés 
AB, AC & BC pris enfemble ne valent pas 3<îo®. 
C. Q. K D. 

Théorème II L 

127. La fomme des trois angles d'pLn triangle fphérique 
Quelconque, eft toujours plus grande que deux ungles droits 
& moindre quejîx. 

Démûk^tration. 

Si les côtés AB , AC & BC du triangle fphérique font 
infiniment petits , les inter-feôions que forment entre 
eux les plans qui déterminent les côt-és , feronrt infiniment 
près -d'être' des lignes parallèles; la fûrface du triangle 
iphériqjiiïe fera près de fe confondre S[v€C «ne furfoce 
plane. Donc le triangle peut être confidéçé comme un 
triangle reâilignje ; çaaîs on feît que les angles d'un tel 
triangle ne valent que deux droits;.donc tant que les côtés 
ûa triangle ijphériquc feront d'uTie grandeur fmîc , les 



mgles pris enfemble vaudront toujours plus que deux 
droits. 

2^* L'on voit aifément à Tînfpeftîon de la figure lO 
que chaque angle du triangle fphérique BAC peut être 
obtus , de manière cependant que Parc qui en eft la me- 
fure foit moindre que i8o®; puifqu'alors il ny auroit 
plus d'angle. Donc en fuppofant les trois angles obtus , 
on ne pourra jamais avoir fix angles droits pour la fomme 
des trois angles du triangle fphérique. C Q. F. jD, 

Corollaire I. 

128. Donc un triangle fphérique peut avoir fes trois 
angles droits ou même obtus; d'où il fuit que la connoif- 
fance de deux angles quelconques ne fuffit pas pour faire 
découvrir le troifieme. 

Corollaire IL 

I2p. Si les trois angles d'un triangle font droits ou 
obtus j les trois côtés font auffi de po^ ou plus grands 
que po^. Et û fes trois angles font aigus , les trois côtés 
font auifi moindres que po^; & réciproquement. 

S c H O L I E. 

130. On voit par ces Théorèmes en quoi les triangles 
fphériques différent efTenriellement des triangles reftili- 
gnes. D'un autre côté ils ont aufli plufîeurs autres proprié- 
tés qui leur font communes avec les triangles red^ilignes , 
& qui fe démontrent précifément de la même manière. 

Par exemple^ on feroit voir comme dans la Géométrie 
^élémentaire que deux triangles fphériquesL fgnt égaux en 
tout: i^lorfque les trois côtés de l'un font égaux aux 
trois côtés de l'autre ; 2^» lorfqu'ils ont un angle égal 
compris entfê côtés égaux; j^'^.lorfqu'ils ont des angles 
égaux fur des bafes égales. 

De même on feroit voir qu'un triangle fphérique efl 
'4quilatécal^ ifoicele ou fcalene ^ félon qu'il a trois angles 

Dij 
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égaiixjOu deux angles égaux,ou fes trois angles inégaux ; 
& réciproquement ; enfin que le plus grand côté efttou* 
jours oppofé au plus grand angle , & le plus petit côté au 
plus petit angle. Toutes ces vérités fe démontrent de la 
même manière que fur les triangles reftilignes , ainfi il- 
feroit inutile de s'y arrêter plus long-temps. 

Théorème IV. 

1^1. Si âes trois angUs B , A , C à^un triangle fphé^' 
rique quelconque BAC comme pôles, on décrit fur lafurface 
de la fphere trois arcs de grand cercle DF , DE , FE qui , 
par leur rencontre i forment un nouveau triangle fphérique 
DEF (fig* Ji), chaque côté de ce nouveau triangle fera 
fupplément de V angle qui ejl à fonpole, Gr chaque angle 
de même triangle Jera fupplément du côté qui lui ejl op^ 
fofé dans le triafigle BAC, ' 

DiMONîTRÀTlOK. 

Soient prolongés les côtés AB , AC & BC du triatiglé 
BAC jufqu'à ce qu'ils rencontrent ceux du triangle DEF 
aux points I,L;M,N;G,K: cela pofé, puifque le 
point A eft le pôle de l'arc DILE , la diftance des points 
A,E eft de po**. Et puifque C eft le pôle de l'arc 
EF , les points C, E font auflî éloignés de 5^0*^. Donc le 
point E eft le pôle de l'arc AC (n^ i r8). On prouvera 
de même que F eft le pôle de BC, & D le pôle de l'arc 
AB. 

Cette conftruftîon bien entendue,on aura DL = 90^ 
lEcrspo'*; donc DL + lE, ou DL ^-EL+LI, ou 
encore DEh-.IL= i8o^ Donc l'arc DE eft fupplé- 
ment de l'angle BAC mefuré par l'arc IL (n^. i2:i),Ott 
prouvera de même que EF eft luppléniéht de l'angle BCA 
mefuré par Parc MN , & que DF eft fiipplément de 
Fangle ABC mefuré par GH; d'oà il fuit que chaque 
côté du triangle DEF éft fupplément de l'angle du 
triangle BAC qui eft à fon pôle, C Q. F. i\D. 
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i^. Les angles de ce même triangle font fiippléments 
des côtés du triangle ABC ; car puifque les arcs AL & 
BG font de 50®, on aura AL •+• BG ou GL -f- AB = 
1800, mais GL eft la mefure de l'angle en D ( n° 122). 
Donc AB eft fupplément de l'angle EDFj on prouve- 
roit de même que AC & BC font fuppléments des an- 
gles en E & en F ; donc tous les angles du triangle DEF 
font fuppléments des c6tés oppofés du triangle BAC. 
C Q. F. 2% D. 



SECONDE SECTION. 

De laRéfolutiondesTrianglesfphériques reûangles. 
Préparoiion aux Théorèmes fuivants. (fig. 12). 

132. ^ o I T une pyramide GBPQ compofée de quatre 
triangles reftangles GBQ , GBP, GPQ , BPQ ; & foieut 
, AB , AC, & BC trois arcs de cercle décrits du centre G 
avec le rayon GB ; il eft vifible que ces trois arcs de cer- 
cles formeront un triangle fphérîque BAC reôangle en A, 
à caufe que les plans GPQ , GBP font perpendiculaires 
l'un à Tautre. En faîfant le rayon égal à l'iinîté , on trou- 
vera aifément les valeurs contenues dans la Table fuî- 
vante pour toutes les parties de ce même triangle. Il 
fuffit , pour les découvrir, de fe rappeller que tang =s 

fin »RR cof 

— > , que cet s= — 

cof ' ^ fang. 

I *». L'arc BC ou l'angle QGB^ 



= ^ , & Pofi trouvera que 



a*. L'arc BA ou Tangle BGPi 



3^ L'aw AC ou l'angle PGQl * P^^^yQ P 
4^ L'angle ABC ou QBP l JLS 

^\ t'angleBCA 
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133. Pour démontrer toutes ces expreflîons, îl fufiîra 
de démontrer la première ligne feulement. Je prends à 
cet effet une ligne quelconque GR que je regarde comme 
lefinus total des tables ,& ayant abaiffe RS perpendicu- 
laire à GB , îl eft vifible que cette ligne fera le finus de 
Parc BC , & GS fera le cofinus du même arc. Cela pofé ^ 
les triangles femblables GRS ^ 6QB donnent les deux 
proportions fuivantes GQ : QB : : GR ( i ) : RS =5 

^n BC=g? &GQ : GB : :GR (1) : GS = co/BC=5 
GB Q BO 

g^« D'où l'on tire fur le champ tang BC = ^iccotBC 

= — • Les autres valeurs fe démontrent précifément de 

la même manière. Pour démontrer les Théorèmes fui- 
vants^ilfuifira de fubftituer dans chacun en particulier les 
valeurs des termes de chaque proportion à démontrer , & 
l'on trouvera par-tout une égalité parfaite entre le pro- 
duit des extrêmes & celui des moyens. 

THiOREME I. 

134. Dans un triangle fphérique quelconque reBangle 
BAC, lefinus total efi au finus de Vhypoténufe , comme h 
finus d'Un angle efi au finus du côté qui lui eft oppofé ; Sr 
réciproquement i ( fig. 13). 

N, B. C'eft par ce Théorème qu'on a trouvé les ex- 
preflîons du finus & cofinus de Fangle BCA , ainfi que 
celle de fa tangente & cotangente. 

Théorème II^ 

1 3 J . Dans un triangle fphérique reHangle on aurtt 
toujours , le rayon eft au cofinus d^un angUyComme la tan^ 
gente de Vhypoténufi eft à la tangente du côté adjacent à 
cet angle ; c'efl:-à-dire , que R : co/B : : tang BCr 
tang AB; ou R : tcfC : : tang BC : tang AC. 
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Théorème II L 

1^6. On aura déplus dans tout triangle reltangle y U 
Jînus total efi au cojînus d^un des côtés , comme le cojînus 
de Vautre côté efi au côjînus de Vhypoténufey oh ce qui re- 
pient au. même R : cof AB : : cofAC : cofBC. 

Théorème IV. 

1 3 7.' On aura encore , le rayon efi au finus d'un angle , 
comme le cojînus du côté adjacent efi au cofinus de Vautre 
angle; ou R : JînB onjîn C : : cof AB ou cof AC : 
cof Cou cofB. 

Théorème V* 

1 3 8. le rayon efi au finus d^un côté, comme la tangente 
de V angle adjacent à ce cété efi à la tangente de Vautre 
côté y ou r :fin AB : : tang B : tang AC : ou R :fin AC::. 
iang C : tang AB. 

Théorème VL 

13p. Le rayon efi à la cotangente d'un angle ; comme 
lacotangentede Vautre angle efi au cofinus de Vbypoténufe; 
ou ce qui revient encore au même , le rayon efi au cofinus 
de Vhypoténufe , comme la tangente £un angle efi à la co-- 
tangente de Vautre angle. Ou R : cor B : : cor C : cof BC ; 
ou encore R : cof BC : : tang B : cor C : : tang C : cot B, 

Corollaire I. 

140. Il fuit du Théorème fécond que fi deux triangles 
fphériqués reâanglesont un côtécommun, les tangentes 
des hypocënufes font en raifon inverfe des cofinus des 
angles adjacents à ce même côté. 

Corollaire IL 

141. Il fuît de même du troifieme Théorème que fî 
deux triangles fphériqués rectangles ont un côté commun^ 

D iy 
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les cofînus de leurs hypoténufes font comme les cofiiios 

des côtés non communs. 

Corollaire IIL 

142. Il fuît auffi du quatrième Théorème que lî deux 
triangles redlangles ont un côté commun , les cofinus des 
angles oppofés à ce côté font entr'eux conmie les fînus 
des angles adjacents. 

Corollaire IV. 

1^3. II fuit auflî du cinquième Théorème que fî deux 
triangles reâangles ont un côté commun , les fînus des 
côtés non communs font réciproquement conune les tan- 
genres des angles fur les côtés. 

Corollaire V. 

144. Enfin fi deux triangles fphériques redlangles 
ont un angle commun j les finus de leurs hypotén^ufés 
font comme les finus des côtés oppofés à l'angle commun, 
& les tangentes des mêmes côtés font comme les finus 
des côtés'adjacems à l'angle commun. Ces vérités fè dér 
duifent immédiatement la première du premier Théo- 
rème > & la féconde du cinquième. 

S C H O L I K. 

14 J. Ces fix Théorèmes fuffifent pour réfoudre tous 
les cas poflibles des triangles fphériques redlangles , 
comme on peut s'en convaincre par la Table que nous 
joignons ici ; néanmoins comme il y auroit encore quel- 
que difficulté à les retenir , & qu^l feroit dangereux de 
les confondre , nous ajouterons encore le Théorème de 
Neper qui les réduit tous à deux cas généraux dont on 
peut fe fouvenîr bien plus aifément , pourvu que Ton ait 
bien entendu les définitions fui vantes , qui font abfolur! 
ment néceflaires pour fon intelligence. 
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Définitions. 

145. Lorfque trois panîes d*un triangle font tellement 
difpofëes que deux d'entr^elles touchent immédiatement 
la troifîeme , ou n'en font féparées que par l'angle droit , 
ces deux parties fe nomment Adjacentes à la troifîeme 
que Ton nommera partie moyenne. 

147. Lorfque trois parties d'un triangle reftangle 
font tellement difpofées qu'entre l'une des trcus que nous 
regarderons toujours comme moyenne Se chacune des 
deux autres , il fe trouve toujours une autre partie du 
même triangle ; ces deux parties feront nommées parties 
féparées. L'angle droit eft cenfé ne point féparer les par- 
ties entre lefquelles il fe trouve. Cela pofé» 

r AB rAC&B rBC&C 

SI les pwtîet ï Bc ^" «*acciitC8 J^^q ^^ ^ J Ac & AB 

inoycnnc3foiit} g fcronc JAB&BC lécs font / AC & C 

C c lAC&Bc Cab&b. 

TnéOUBME GÉNÉRAL. 

148. D^nj un triangle fphérique reBangleJl Von fub'^ 
fiitue aux côtés de r angle droit les compléments de ces cêtés^ 
on aura dans tous les cas , le produit du Jînus total par le 
cojînus de la partie moyenne égal au reSangle des cotan^- 
gentes des parties adjacentes, ou au reSangle des finus des 
parties féparées. 

Démonstration. 

On a eu foin de détailler dans la table pour les réfb- 
lutions des triangles reâangles , tous les cas du Théo- 
rème préfent , en défignant par un A les cas qui ont rap- 
port aux parties adjacentes , & par une S ceux oà les 
parties font féparées, Aînfi la vérité du Théorème gé- 
nérale eft démontrée par celle des Théorêipes particu- 
liers correfpondants aux mêmes cas. On peut néanmoins 
le démontrer direétement par la table du n®. 132 , en 
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fubftituant à chaque terme les valeurs qui conviennent J 
par exemple,pour démontrer la première ligne dun°.i47. 
Tout fe réduit à prouver que Kxjîn AB = tang AC 
X eat B =ijîn BC xjîn C. Prenant donc les expref- 
£ons de ces lignes au n^. 132. on aura 

T, BP QP^BP BQxBPxGQ . n/. 

^^GP=gP^QP = GQxBQxGP -^;^^^^ft^^^^ 
dent après avoir efFacé les termes qui fe détruifent aux 
deux dernières fradlions. Il en feroit ainfî des autres ^ 
d'où l'on doit conclure la vérité de notreThéorême daw 
tous les cas poflibles. C. Q. F. D. 

De la valeur des Angles (Tun Triangle reStangle eu 
égard aux cotés qui comprennent f angle droite 

Théorème. 
14p, Dans un triangle quelconque reSlangle BAC , ai^ 
bAC , les angles fur Vhypoténufe font toujours de même 
efpece que les côtés qui leur font oppofés ; 2^ y Vhypoténufe 
efi moindre ou plus grande qu^un quart de cercle (fig. 13) 
fuivant que les côtés de V angle droit font de même ou de 
différente efpece , c^efl^à-dire^ fuivant que ces mêmes côtés 
font tous deux aigus ou obtus , ou que Vun efi aigu Gr 
Vautre obtus. 

Démonstration. 

1% Si les côtés AB , AC de Tangle droit BAC font 
chacun de $0^, à caufe de l'angle A qui eft droit,comme 
on le fuppofe , les points B & C deviendront les pôles 
des arcs AC & AB, & par conféquent les angles B & C 
font des angles droits, puifqu'ils font mefurés par les arcs 
que nous fuppofons de poo , c'eft-à-dire , que ces angles 
font de même nature que les côtés oppofés. De plus fi 
les côtés AB & AC font aigus , les angles qui leur font 
oppofés , le feront auffi ; ce que Ton prouvera aifément 
comme il fuit. Soit prolongé le côté AC en F jufqu'à ce 
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que AF foit de 5^0®; le point F fera le pôle de Parc AB 
( n^. 1 17). Ce qui donne l'angle Baufli de po^, & par 
conféquent l'angle ÂBC nécefTairement aigu > puifqu'il 
cft moindre que l'angle ABF, On prouveroit de même 
que l'angle en C eft aigu , lorfque le côté AB qui lui 
eft oppofé, eft moindre que po°. De plus il n'cft pas 
moins vifible que les angles B & C du triangle BaC 
rcélangle en a font obtus , lorfque les côtés dB & aC 
qui leur font oppofés > ont plus de po^. 3S Si l'un des 
côtés Ab eft obtus & l'autre côté AC aigu comme au 
triangle reftangle bAC, l'angle en C fera aufli obtus, 
& Tangle en b fera aigu. Car ayant pris fur ABb l'arc 
AG de po^, & tiré du point G au point C l'arc GC , 
Fangle ACG fera droit, puifque G eft le pôle de l'arc AC 
( n®. I ip) ; d'où il fuit néceflaîrement que Tangle ACb 
fera obtus. Par la même raifon Tangle abC eft obtus au 
triangle reôangle baC à caufe qu'il eft oppofé au côté 
^C obtus ; donc fon fupplément AbC fera aigu , c'eft- 
à-dire , de même efpece que le côté qui lui eft oppofé. 
Donc en général les angles fur l'hypoténufe font tou- 
jours de même efpece que les côtés qui leur font op- 
pofés. CQ.F.i^.D. 

aPj II eft vifible que l'hypoténufe BC du triangle 
BAC eft moindre que BF,ainfi que lorfqu'elle efthypo- 
ténufe du triangle BaC; l'hypoténufe bC eft plus grande 
que fcF au triangle baQ ; d'où il fuit que l^hypoténufe 
d'un triangle reélangle quelconque eft toujours moindre 
que 90^, lorfque les deux côtés font de même efpece , & 
ou'elle eft plus grande , lorfque les deux côtés font de 
différentes efpeces. C Q. F. 2^, D. 

On voit aifément que le réciproque de ce Théorème 
cft vrai dans toutes fes parties , c'eft-i-dire, que fi les 
angles fur l'hypoténufe font de même ou de différente 
efpece , les côtés qui leur font oppofés , feront auflî 
dans le même cas. 29 j Que fi fes côtés font encore de 
même efpece ou de différente efpece , l'hypoténufe fera 



6o ASTRONOMIE 

plus petite ou plus grande qu'un quart de cercle , 8c 
qu'elle fera précifémcnt de po^, s'il y a un ou deux côtés 
de 5?o^ 

Problème I. 

lyo. Vhypaténufe BC iTun triangle fphérique reBan^ 
gle BAC avec la fomme ou la différence des deux côtés 
A^ ^ KC étant connues ; déterminer le triangle, (fig. 13 )• 

Solution. 

Puîfque Pon a (no. 13^) R : cof AR : : cofAC i 
cof BC ,on aura auffi cof AB x cofAC =R x cof BC. 
Maïs ( n^. 10;) cof AB x co/AC = | cof( AB4rAC> 
-+- { cof (AB — AC). Ce qui donne fur le champ 2R x 
cofBC^cof (AB ^ AG)=co/(AB— AC). Ou 2K x 
ca/BC— co/(AB— AC)=co/( AB-*^ AC). C. Q. F. T. 

Corollaire. 

iji. Donc fi les côtes du triangle font égaux, on 
aura 2co/BC~ R= cof 2 AB ou C0/2AC, ce 
qui apprend que dans ce cas le cofinus du double d'un 
des côtés eft égal au double du cofinus 'de l'hypoténufe 
moins le finus total. 

Problème IL 

I5'2, Connoiffant un côté quelconque avec la fomme ou 
la différence de Vhypoténufe , &• de Vautre côté trouver 
Vhypoténufe. ^ 

Solution. 

Puifque l'on a R : cof AB : : cofAC : cof BC (n^. 1 3 6) 
on aura auffi componendo Scdetrahendo Rh^co/AB : R— 
cof AB : : cof AC^ cof BC : cof AC — cof BC. Ce qui 

A R AB 

devient parles n^. 77& loi. cot — 'tang — .: : cot 
f — ^ — j : rang f — ^^ — ^j. D'où il fuit que fi Ton 
connoît la fomme ou la différence de l'bypoténufe & de 
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Pautre côté, cette analogie fera trouver la diflfgrericc ou 
la fomme de la même hypoténûfe & de l'autre côté. 

Problème IIL 

ïj3. Connoijfant un des angles fur Vhypoténufe avec 
la fomme ou la différence de Vhypoténufe & du côté/zd" 
jacent dans un triangle reSlangle, réfoudre ce même triangle. 

Solution. 

Puîfque Fon a R : cofB : : tang BC : tang AB(n^. 1 3 y); 
on a auflî addendo & detrahendo R •+- cofB : R— co/B : : 
tang BC -4- tnng AB : tang BC — tangAB , ce qui de- 
vient par les n^. 77 & 88, R* : cot^ 7 B , ou tang ; B : 
cotlB: :fin ( BC+ AB) :fin (BC— AB). G Q. F. T. 

Problème IV. 

15* 4. Connoijfant Vhypoténufe &* la fomme ou la diffé-^, 
rence des angles fur Vhypoténufeytrouver ces mêmts angles^. 

Solution. 

Parle n^ 135), on a R : cofBC : : tangB : cot C^ 
ce qui donne en opérant comme au dernier problême » 
R^ : tang"" ^BC : : cof (B^C ) : cof(B—C) d'où fuit 
la folution demandée. Et fi les deux angles font égaux , 
on aura tang^ ^ BC : R': : R : cof 2B. C. Q. F.T. 

» Problème V. 

lyy. Connoiffant dans deux triangles BAC, BDG qui 
ont un angle commun , les côtés AC, DG oppofés à cet 
angle avec la fomme ou la différence des hypoténufes , dé- 
terminer ces triangles, (fig. 14). 

Solution. 

Puîfque Pon a fn DG :fn AC : :Jîn BG : fin BC ; 
on aura auflî addendo & detrahendo fin DG ^fin AC : 
fin DG^fmAC : : fm BG r*-iH?C '> ^G -, 
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fnBC. Donc on aura (no.p5) tang ^P^ + ACn .^^g, 

(DG-AC) ^ ^ ^^„g (BG^^ ^ tangÇB^)i d'où il 

eft aifé de réfoudre le problême , puifque l'on aura tou- 
jours trois termes de connus dans cette proportion, 
CQ.F.r. 

Problème VL 

1^6. Sktppofant toujours deux triangles qui ont unangU 
contmun, & que Von connoît les côtés oppojes à cet angle 
avec la différence ou lafomme des côtés adjacents^ détermi- 
ner chacun de ces triangles^ 

Solution; 

Puifque l'on a tang DG : tang AC : : fn BD : Jin B AV 
on aura aufli tang DG -i- tang AC : tang DG — tang 
AC : : fin BD +fm BA : fin BD — > BA. D'où 
i'on tire par des fubftitutions femblables aux précéden- 
tesfin (DG 4- AC) : fin ( DG — AC) ; : tang 

(^^);tang(?^).a^ 
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TROISIEME SECTION^ 

De la Réfoiution des Triangles fphériques 
ûbliquangles^ 

Théokeme L 

15*7. L^ A N S un triangle fphérique quelconque BAC, 
lesjînus des angles font entieux tomme les Jînus des côtés 
qui leur font oppojes. ( fig. i j), 

DÉMONSTRATION. 

D'un angle quelconque A du triangle fpWrique BAC 
* foit abaiffé l'arc AD perpendiculaire à la bafe BC. Cela 
pofé dans chaque triangle reftangle B AD , CAD on aura 
(n^ i^^).K:fin AB:: finB :fin AD.EiK: fin AC:: 
fin C ifin AD* D'où l'on tire fur le champ fin AB X 
fin B =: fin AC xfin C, ce qui donne la proportion 

SinB : fin C : :fin AB: fin AC. CQ.R T. 

Définitions. 

i;'8. Les angles BAD, CAD (fig. 1^ ) que forment 
les côtés AB i AC de Tangle BAC avec la perpendicu- 
laire y feront nommés les Segments de V angle vertical , 
foit que la perpendiculaire tombe en dedans , foit qu'elle 
tombe au dehors du triangle BAC. 

Seconde. De même les parties BD & DC du coté 
BC comprifes entre les points B & C , & le point D oi 
ce côté eft rencontré par la perpendiculaire AD , fe 
nommeront les Segments de la bafe} foit que cette bafe 
foit prolongée ou non. 

Troifieme. Si l'on confid^re les fegmcnts BAD ,' 
CAD de Pangle BAC, les côtés AB, AC du même 
jngle feront nommées Far fies adjacentes, parce qu'elles 
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le font en effet. Et les angles B & C fur la bafe BC 

feront des Parties féparéeSf à caufe. qu'en effet il fe trouve 
entre ces angles & les fcgments les côtés BA& CA. 

Quatrième. Si l'on confidere les fegments BD & CD 
de la bafe , les angles B & C feront les parties adjacen^ 
tes , & les côtés BA & CA feront nommés parties /e- 
parées à l'égard des mêmes fegments de la bafe. Cela 
pofé , il fera facile, de retenir les deux parties du Théo- 
rème fuivant. 

Théorème. 

lyp. Si d'un angle A quelconque d'un triangle Cçhtr 
rique BAC on abaifle une perpendiculaire AD fur le 
côté BC prolongé : s'il eft neceffaire, on aura toujours, 

lo. Lesjînus des fegments de V angle comme les cojînus 
des parties féparées ; Cr les cojînus des mêmes fegments 
comme les cotangentes des parties adjacentes. 

2,^. Lesjînus des fegments de la bafe comme les cotaU" 
gentes des parties adjacentes; Êr les cojînus des fegments de 
la même bafe comme les cojînus des parties féparées. 

Ilfaut donc prouver i®. que fin B AD ifin CAD : .• cofB : cofC. 
2®. que co/BAD : co/C AD: : cot AB:co/ AC. 
jo. que fin BD : fin CD : z cot B: cot C. 
4°. que cof BD ; cof CD : : cof AB : cofAC 

Démonstration. 

Dans le triangle refliangle BDA on aura par le Théo- 
rème IV. 

R : cof AD : :fin BAD : co/B, & le triangle rcélan- 
gle CDÀ donne aufli par le même ( n°. ) 

R : cof AD : :Jîn CAD : co/C, donc i^ Jîn BAD; 
JînCAD::cofB:cofC. 

7^. Les mêmes triangles donneront encore par le 
fécond Théorème. 

R : c(/BAD : : cot AD : cot BA ; & R : co/CAD :: 
tôt AD : cot CA. Donc puifque ces deux proportions 
ont les mêmes antécédentS|On aura co/BAD; co/CAD: : 
cor AB : cot AC. 3^Les 
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^\ Les mêmes triangles donneront encofe par le 
théorème V, les deux proportions fuivantes. Savoir pour 
BDA;K:finBD::cotAD : m Bj & pour CDA, 
R :Jîn CD : : cot AD i cot C. 

Donc puifque les antécédents font égaux , les confé^ 
quents feront auilî en proportion, & donneront 
fin BD :Jîn CD : : cot B : cot G. 

Enfin par le Théorème III , on aura dans le triangle 
BAD , R : co/BD : : cofAD : cofEA. 

Et dans le triangle CDA par le même art. . ; . , ; 
R : cof DC : ; coj AD : cofAC 

D'oiil fuit auflî que co/BD : cofCD:: cof BA: 
cofAC C. Q, F. 4% D. 

S c H o L I ë; 

] ëo. Les quatre parties de ce Théorème font au fond 
la même chofe que les Corollaires que nous avons ajou- 
tés à la fuite des fix Théorèmes fur les triangles reftan- 
gles. Seulement nous avons tâché de les rendre plus fa- 
ciles à retenir , au moyen des définitions que nous avons 
données avant ce Théorème^ 

Préparation aux Théorèmes jUiwintSm 

P R o fi L E M feé 
ï (J I . lEtant donné un triangle fphérique quelconque BAC 
'(fig.id) dont on fuppofe un côté Ah fur la cir conférence 
JCun grand cercle ÀBRFar ,* trouver la projeUion orto^ 
graphique ÀCB de ce même triangle fur le plan du même 
grand cercle ; c^eft-à-dire , celle qui eji formée par desli-' 
gnes abaijfées de tous les points des cêtés du tria,ngle ABU 
perpendiculairement au plan ABRFr, 

S o t u 1 1 ô N* 

Des extrémités A , B de l'arc AB foîeht men^s au' 
tentre G les rayons GA & GB. Par le même centre 

E ^ ■ 
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qui éd aufiî celui de la fpbere, foit conçu un plah oji 
grand cercle rDRo perpendiculaire au plan ARar , donc 
•la commune feftion Rr avec le plah de ce même cercle , 
fbit perpendiculaire au rayon ÂG ; enfin foit prolongé 
i'arc AC jufqu'à ce qu'il rencontre la circonférence 
rDRo dans un point D duquel foit encore menée au 
centre G la ligne DG & la ligne Di perpendiculaire au 
diamètre Rr, 

Cela pofé , il eft évident que l'angle DGR eft le même 

que l'angle BAC formé par la rencontre des plans BAG, 

CAG; puifque les lignes DG, RG font toutes deux 

perpendiculaires à Pinterfeftion commune AG; & l'angle 

DGr eft égal au fupplément du même angle BAC« Il 

n'eft pas moins vifible que fi par le point C , on mené 

^unç ligne Çc perpendiculaire au même plan AR/ir , le 

point c fera la projeâîon de Pangle C ; & fi par cette 

ligne Ce Pon fait pàifer un plan ICL parallèle au plan 

rDRo , Pinterfedion LZ de ce petit cercle avec le 

grand cercle ARar fera encore perpendiculaire au rayon 

' AG , *êc déterminera des arcs AL , AZ égaux à Parc AC; 

& la projeftion du point C fè trouvera dans un point de 

cette ligne. Elle fe trouvera aufli par la même raifon dans 

une ligne F/ qui feroit l'interfeftion du grand cercle 

ARar, & d'un petit cercle /CF perpendiculaire au plan 

^e ce même grand cercle , laquelle lignç F/ feroit^ auflî 

perpendiculaire au rayon BG , & donneroit chacun des 

arcs BF, B/ égal à l'arc BC. D'où l'on voit furie champ 

comment on peut déterminer la projeélion de l'angle C 

jfar l'interfeéiion commune des lignes LI, F/ fur le plan 

jàix cercle ABR^i ; & par la connoiffance des trois côtés 

*du triangle BAC C. Q. ET. & D. 

Corollaire I. 

162. Les triangles DdG , CrH redbngles étant fem- 
l>lal)les à caufe des lignes parallèles dont ils font formés , 
on aura DG : CH ou rG : ÏR : ; dG ; cHj c'cft-à-dire. 
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R : cofÈÂC : : fin AC : cH. D'aUlcurs tomme on 
auroîc la même proportion pour tous les points projeués 
tie Parc AC , il s'enfuit que la projeftion de ce même arc 
fur le plan du ecrcle ABRr eft une ellipfe dont AG eft 
le demi-grandaxe, & iG le demi- petit axe. 

COROJLLAIRE IL 

16^. Il fuit encore du dernier Corollaire quc là 
projeâion ortographique d'un cercle quelconque , ou 
à'une portion de cercle , eft toujours une ellipfe ou une 
portion d'cllipfe , dont le demi-grand axe eft égal au 
iînus total , èc le demi^petit axe eft égal au cofinus de 
l'angle que forment entr'eux ces deux plans. 

S C H O L I £• 

1 54. Nous Verrons dans le chapitre fuîvani Utie tîiéo'-»- 
rie plus détaillée de la projeftion ortographique , de fes 
applications à la réfolution foit graphique , foit analy- 
tique de tous {es cas des triangles fphériques : ce que 
nous avons dit ici doit être confiiéré comme un lemme 
abfolumcnt néceffaîre pour l'intelligence complette du 
^Théorème fuiVant ^ qui n'aura plus aucune difficulté, ô 
l'on a bien conçu les plans dont on a parlé dans la conC* 
trudion du dernier Problême* 

Thédrëmë lit 

1(^5. Dans un triangle fphérique quelconque BAC 5 dû 
laura toujours cette proportion : U produit des finus dei 
côtés AB , ÀC d?un angle quelconque BAC , eft au 
produit des finus des différences de chacun de ces côtés à la 
demi^fi>mme des trois côtés ; comme le quàrré du rayori, eft 
nu quarré du finus de la rhoitié de V angle. Ou ce qui re- 

^ientMu m^mc,fin AËxfin AC : fin^ >^AC) 

^fi„(iî£±^Cj!:±S^AB)::Rr:finHiBAC). ^ 

E5j 
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Conftru&kn nécejfaire à la Démonjlration: 

Sur le plan du cercle ABRa (/g. 17) foîent pris de 
part & d'autre du point A les arcs AL , Kl chacun égal 
à Tare AC ; & de même de part & d'autre du point B 
les arcsBF, Bf chacun égal à l'arc BC; & foient tirées 
les cordes LI , F/ refpeâiivement perpendiculaires aux 
rayons GA & GB. Il eft évident , par ce qui a été dé- 
montré au problème précédent, que l'interfeftion C de 
ces cordes fera la projedlion de Tangle C du triangle 
BAC. Il n^eft pas moins vifible par cette conftruâion 
que l'on aura BL == AC — AB , & Bi = AG + AB. 
On aura auflî LF = BF ou BC — AC -h AB, & If 
= AB-hAC— BC&L/=BC4-AC — AB. De 
plvs , foit encore fait cette proportion H/ : CH : : Gr : 
Gi ; ou ce qui revient au même , foit prife fur Gr une 
partie G^ quatrième proportionnelle aux trois lignes 
H/, CH & Gr , cette ligne fera le cofmus de l'angle 
BAC , comme on le voit dans la figure 16. ic par confé- 
quent, fi par le point don élevé une droite Hd perpen- 
diculaire au rayon Gr, cette ligne déterminera l'angle 
RGD égal au même angje BAC , dont elle eft le finus. 
Enfin du point D aux extrémités du diamètre Rr foient 
tirées les cordes DR , Dr j du centre G foient abaiflées 
fur ces cordes les perpendiculaires GS , Gj ; & des points 
S, 5 foient encore menées les perpendiculaires SV , su 
au diamètre Rr; il eft vifible par cette conftruâion que 
RS eft le finus de la moitié de Tanglc BAC , & rj eft 

fareillement le finus de la moitié du fupplément , c'eft- 
-dire , le cofmus de la moite du même angle. Cela pofé, 
la démonftration n'a plus aucune difficulté. 

Démonstration. 

Dans le triangle reélilîgne CLF, les finus des an- 
gles étant entr'eux comme les moitiés des côtés qui 
leur font oppofés ; & de plus l'angle LCF étant vifible- 
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ment ëgal à l'angle AGB , fon finus fera celui de l'arc 
AB , & l'on aura cette proportion : Sin C ou Jîn AB : 
JînF :: ^LF:{ CL. Et à caufe des lignes proportion- 
nelles GR , BLiGd, CH, on aura HL : GR : : ^ CL : 
VR =. ^ Rd; & parce que les lignes GR , RS , RV font 
en proportion continue, on a GR : VR : : GR*: RS*. 

Uonc en multipliant ces trois proportions par ordre, 
âc eflfàçant les termes communs aux antécédents & aux 
conféquentsjon aura Jîn AB x HL :Jîn F : : 1 LF x GR*: 
RS* , ou fin ABxUl: fin Fx{L¥: :'GR* : RS*; 
mais HL = fin AC ; Jîn F = fin i- LAf = fn 

(BC-+-AC"AR\ ^ /BC-hACnhAB" /^\ ^ , 
1 ) => ( 1 AB;, & de 

même { LF=: fin {LKF =fin (^£±J±Z^)^ fin 

/BC-f-AB-f-AC ^^\ ^ ^ r.n. ^ 

( — •AC^. Donc en lubltituant ces va- 
leurs, la dernière proportion deviendra /n ABxy?«AC : 
' /BC-HAB-f-AC .-.N ^ /BC-H-ACh-AB .^\ 
^^^\ 1 AB)x fin [^ ^ACj:: 

R* :>* iBAC. a Q. F. D. 

Théoileme IV. 

166. Suppofant la même conftrudlion qu'au Théo- 
lême précédent, je dis que l'on aura encore cefte ana- 
logie dans un triangle fphérique quelconque BAC. 

Le produit des Jinus des côtés AB, AC d'un angle 

quelconque , eji au produit du Jinus de la demi ^fomme 

des deux côtés &* du côté oppofé par le f nus de la demi- 

différence des mêmes côtés au troifieme , comme le quarré 

:iu rayon eji au quarré du co finus de la; moitié de P angle 

compris; c'eft-à-dire, que Ton aura J?/2 ABx /î/i AC : 

AC-kABh-BC ^ AB-f-AC-BC ^^ rn-o^r- 
fin xjîn : : R* : cop { BAC. 

Démonstration. 
Dans le triangle C If, les finus des angles font entre 
eux, comme tes moitiés des côtés oppofés : or il efl 
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vifible que l'angle en /a pour mefurç la moitié de l'arc 
FDl qui eft le luppléaient de la moitié de l'angle FAl^ 
égzl à la demi-fomn>e des trois côtés AC , AB , BQ 
L'arc lfe& vifiblemerit égal à AC -+iAB.-rTrTBC; ainfi 
k moitié dç fa corde fera îe finus de la moitié de cet arc. 
Cela pofé , on aura , à caufe que les finus font conome les; 
côtés oppofés,//! AB :finf::{lf:{ClSc par conftruc- 
tion UL : Gr : : ^ Cl : ur=zldry & à caufe que les lignes 
Gr , rj , siL font en proportion cont. Gr : ur : : G r' : 
rI^ Donc ca multipliant par ordre, on zurzjîn ABx 
fil : fin f:: i IfxGr^: rs^ ; ou him fin AB xUl { 
[infx^ If : : Qr^ : rj% & en fubftituant les valeurs de 
chaque ligne, Sin AB X fm AC :fin AB-HAC-f-BC ^ 

Corollaire I. 

i6y. Donc fi Ton nomnae 's la fomme des trois côt^s^ 
fi le côté oppoféà Pangle cherché, b Se c les deux côtés 
qui comprennent Pangle cherché, on aura 

Jin ïan^Iç==s — -^ ^^ - ULl ^î& pareillement 

yjïn h xjin c. 

|/"j?n h y, fin c . 

Y J^nbxfenc 

Çoi^OLLAlRE II. I 

l^-g, Puifque l'on a (n\7o) f^ng A rrr^M^, il .^ 
$ enfuit qu on aura au flî pour la tangente du demi-angU 

^ ««.. i anglç :=? , «^ 
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Cg E OLLAIR E IIL 

i(fp. Puilque Ton a (n- • 72 }Jin 2A= ^ % 

il s'enfuît auflî que Pon aura pour le finus de Pangle en-? 

tîer JinA=s ^^ ^ K/^^ r^^fi» iji^a) xjin (js-'b) xfin (js-cj. 

fin b X fin Çm. 

Cette formule peut auflî (è trouver direftement par la 
comparaifon des triangles femblables l C/ ; LCF. La 

formule cof. aA =1 i2L — Z — donneroit pour le coCnus 

•* CùfA, 

^ (ifin^iXfin Ci S'a)-fin bxfinc)xr 

de rare entier e^y AŒ="T7r"; — ^ ' , ■ ^ ^ , /- "^"^^ 
rfi^i^X'fi» (tJ-<») xfinbxfin c 

& divifant ces deux expreffioBS Tune par Tautre , on au- 
roit une expreflion encore plus compliquée pour celle de 
la tangente de Tare entier. 

CoROtl-AlRE IV. 

170. Si les c6t€S qui comprennent Tangle cherché 

ri r I 1 Kxfin^BC 

font égaux , on aura Jm ^ angle = - > A -g — 

& cofi i angle = ''^^M^'^J^ ^] ^fi- <^''^ -\ . 

•^ * ^ fin.b 

S C H L I E. 

171. On voit par toutes les formules que nous vê- 
tions de déduire des deux derniers Théorèmes, pour- 
quoi l'on s'eft arrêté à chercher l'angle d'un triangle 
dont on connoît les trois côtés par le finus ou le cofinus 
de fa moitié ; puifque toutes les autres formules feroîent 
beaucoup plus difficiles à conftruîre par les logarithmes^ 
On peut cependant employer avec autant de facilité le$ 
formules que nous avons données pour les tangentes ou 
cotangentes de la moitié de l'angle cherché , puifque 
ces formules font à peu près auflî fimples que les deux au-» 
très. Ainfi l'on aura ^quatre moyens de réfoudre ce cas 
de Trigonométrie.. 

Eîv 
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Nèper , Ougtred y Jones & plufiçurs autres Mathéma- 
tiéiens Anglois ^ pour conferver davantage l'analogve qut j 
fè trouve entre les folutions du cas que nous examinons '| 
par le finus & le cofinus de la moitié de l'angle , ont 
donné des formules un peu différentes des nôtres , quant 
à Pexpreflîon. Comjive elles peuvent fervîr à les faire 
retenir > nous ajouterons ici ces mêmes formules,. Soient 
4 & clés côtés qui contiennent l'angle cherché dont h 
fomme foit j & la différence d ; & foit b le côté oppofé 
à ce même angle cherché ^ que Ton regardera comme, 
U bafe* 



Qn aura finus 4 angle : 



TY.^ fin— ^^ fin— ^ 



r fin a xfin c^ 

& eojîn. ^ angle =5 -^^^ ^ J^ x ce quidonD^ 

V fin axfinc^ 

^J^r ^•+'^ TTZ'â: 
rx^ fin ^-x fi» 

i^«g Sangle ==. ' =~ 

y fin ^x fin — 

Pour appliquer toutes ces formules à la trigonométrie 
redliligne , il n'y a qu'à faire attention que le finus & la 
tangente fe confondent avec les côtés mêmes du trlangfeî 
& l'on aura en gardant toujours, les mêmes dénomina- 
tions pour les trois côtés du triangle , Jin ^ angle. 

ssa — r:: ~ & col \ ^^^g^ * - • • ==^ 

V h O' 

■ \ & tang. ^ angle =^ ,^ . ■-■> 

D^où Ton voit qu'yen ajoutant aux logarithmes des fac- 
teurs des nunoérateurs de chaque fraôion les complé- 
ments arithmétiques des fafteurs de chaque dénomina- 
teur i& prenant la moitié de cette fomme^pn aura l'angfe 
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clîcrclié d'une manière bien plus fimple que par les règles 
ordinaires de la Trigonométrie reétiligne. 

On remarquera de plus que la formule trouvée pour le 
lînus de A,(n°. 1 69) nous donne une propriété affez remar* 
quable du triangle reâiligne;favoir que le finus d'un angle 
quelconque eft égal au double de la furface de ce trian- 
gle divifée par le produit des côtés qui comprennent 
l'angle cherché* Car on démontre dans tous les élé<- 
ments de Géométrie que la furface d'un triangle =a 
y^i^x(is-a)x(ii-b)x(^s^c) ce que devient le nu- 
Qiérateur de la formule que nous avons trouvé pour 
Jin A^ lorfque le triangle eft reftiligne. 

Théorème V. 

'172. Dans un triangle ffhériqtte quelconque BAC dont 
en connaît les trois angles j on aura toujours cette analogies 

Le produit des finus des angles fur un câté eft au pra-^ 
duit dçs cofinus des différences de chacun de ces angles fur ce 
câté à la demi'fomme des trois angles , comme le quarré 
du rayon j eft au quarrè du cofinus de la moitié du côté 
cherché, c'eft.à.dire,>Bx /zn, C:cof /A-hB-f-C^x 

^ -c) : : R^ : cof^BC. Et encore 

cette autre analogie pour un côté quelconque. 

Le produit des finus des angles adjacents fur un côté 
eft au produit du cofinus de la demi-fomme de ces deux 
angles Gr du troifieme, par le cofinus de la demirdifférence 
de ces deux angles au troifieme; comme le quarré du rayon^ 
eft au quarré du finus de la moitié du côté cherché : deft- 
à-dire , que l'on aura 

Sin B x> C : cofQ^^) x c,fQ^) : : 
R^-jîn^BC. 

Démonstration, 
Daas le triangle D£F (Jig. ii.) dont toutes l» 
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parties font fuppléments de celles du triangle 6ACI 

( n°. 1 5 1). On aura par le Théorème IV. 

SinED y. fin EF : fin (ÎI±I!±E?-df) x/« 

Maïs les arcs FD, FE font les fuppléments des an- 
gles B &Cdu triangle BAC, ainC leurs finusfont les 
mêmes que ceux des mêmes angles B & C. De même 
puîfque le fin us du demî-fupplément d'un angle ou d'ua 
arc eft égal au cofinus de cette moitié , on verra , en 
faifant le$ fubftitutîons convenables au fécond terme, 

qu'il deviendra. Cof\ — .- By x cof\ -^^/^ 

Enfin l'angle DFE étant fupplément du côté BC, fa moi- 
tié fera le complément de la moitié du même côté par la 
tnême raifon , & fon finus deviendra le cofinus du demi-* 
côté BC. Ainfi la proportion précédente fe changera 

en celle-ci. Sin BxJînC: co/(Ç±^±^.b) x cof. 

(i±±t2-C)::R\-co/^iBa CQ.F.i%D. 

; a^. Dans le même triangle DEF, on aura par le cin- 

GuiemeThéorême/z/zFDx>FE:> (5!±IE±£5) 

/"DF I FF r)F\ * 

xfin Q^ / ) : : R^• cof' { DEF , faifant dans 

cette proportion les fubftitutîons femblables à celles 
que nous avons fait dans la précédente , on la changera 
en celle -ci. 

SinBxfmC:cofX^^^)xcofÇ^^ 
Ç.*:>4BC. C.Q.K2^k 

Corollaire I.. 

175. Donc fi l'on nomme s la fomme des trois an* 
gles d'un triangle ; A,fi,y ces trois angles;en fuppofantque 
tes angles fi, y font adja^cents au côté cherché i on aura 
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|. Pour la réfolution de tous les 
iangles fphériques reBangles. 

les cas où les parties (ont (Sparée^de la moyenne « 
premier Théorème général de niftr. ( n. i48). 



àti Termes cherchés» 



7%éorêm€S, 



fiju coté don. 



.S 



fin. hypoc 

tang, côté don* 

zs ■ • A 



tang. hypot. 

cojin, hypot. 

* cof* côté don» 



\fiju côté don. 
fin» ang. don. 
tdng. côté donné. 
tang, ang. donné. 
çof» angle donné 
4:0/ côté donné 



.il • 



.S- 



JMR^. côté donné 



. A. 



Cas où Us Cherchées 
font moindres que 90**. 

^ Si les données font de 
\ même eipece* 



^ «• j Uem. 

J Si le côté donné eft 



Th. X. 



37k. I. 
31.4. 
31.1. 



^ moindie que 90® 



Douteux, 



TL X. < 



Douteux. 



Douteux. 



\cof. angle donné 

tqfi côté don. xfin, ang. don. ^. 3%. |. * 

côté don. X tang. ang. don. il. 3%. 4* ^ 



on. 



Si les données font de 

même efpece. 
Si le côté donné eft 

moiiidre que ^o®. 
Si l'angle donné eft 

moindre que 50®. 



IrtfR^. hyp. X co/: angle don. il. 3%. z. 
;r. hyp. Xfin. angle don. S!» . • 31. z. 



Si l'angle donné eft 

aigu. 
Si les doimées font de 
, , , - même efpece. 

fottfiiff. angle doxmé _ /•->• i»u l r a 

2-— 2 . il ... 3*. 5. /Si l'hypoténufe eft 

cofin, hypot. ^ moindre que 50*». 



{/t. côté adjacent. ^ aigu. 



: reâang. cottuig, 
cof. angle 
fin, ang. 



:ot«i^ ang. don. A. 3*. 5- V' ^^ ^°''î^" ^'^' ^"^ 
f, > xncme efpece. 

adjacenb \ aigu. 



l 
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Triangles fpheriques obliquangles. 



cond Segment de l'angle ou du cdcé àrtiH par la perpendkv- 
Valeurs du Termedemandé* 



tngics font entt'ettz comme les jiji* des côtés oppofis. 

de ce côté = co/ angle ad). X tang, côté donné, 
Jbu I fcg. X tmg. an g. adj. i ce côté donné 

f tang. ang, opp. au même côté donne 

jcet ang. =: cojîn. côté don. X tang» angle adj. 

; . ifii. I feg. X cof. ang. opp. au côté don. 

b même ang. =: "■ * 

r ^ cof. angle adj. au côté don. 

I • — ip—— . 

lôtés font entt'eux comme ceux des angles oppoTEs. 

jgle cherché = tOig. angle don. X cof. côté adj. 

I cof I feg. X tang. côté don. adj. à l'an. don. 
u même ang. s= ^ ' . „ ' . . 

; ^ téng.^otè opp. a Tangie don. 

Ile ce côté = cof ^nsle don. X tang, côté adj. à cet angle. 
' ^ èof I feg. X cof. côté opp. i l'angle don. 

II même côté =:. ^0/ côté adj. â l'angle d^ 



u côté div. =r cof ang. don. X tang. côté opp. à l'an, cherché. 
,, .^ ''"ïff* â'ïg^c ^on. X Jîn. I fegmcnt 
"" fin. H fegment du côté divift. 
u côté div. =s cq/T angle don. x tang. côté non coupé. 
,, ^ cof. côté non coupé Xcof. II fegmcnt 

cofl fegment du côté dirige . 



'ang. div. = cof côté don. X tang. ang. opp. au côté cherché 
crché -— ^^g' ^o^^ <^Q°* X cof I f eg. angle divift. 

cof II feg. du même angle. 
;. divîfé = cq/: côté don. x tang. angle don. non divif^. 
hé — ^^/* ^"g^*^ °Q° ^^'^'^^ X J»*»* I^ fe gment. 
^n. I fegmcnt de l'angle divifc. 



es adjacents à l'angle cherché. 

9 coj-i angt - — ^ 

K ^/ibxjîn.c 



y les adjacents au côté cherché. 



• Vfin.liy.fin.y 



A 
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(es formules fuivames. Sin { côté = ' "" ^''fi'^'m *-') 

vfinfixjiny 

cof^ c6té cherché ==? rx|/'co/(i .j- ^)xco/j(/-y) ^ 

tans !- côté=i= — ^ ' " ^ Ontrouyeroit 

âîféiTrent des formules pour les finus & cofinus , tan^^ 
gantes oucotangentes du côté cherché tout entier; mais 
ces expreflîoris étant plys compliquées que celles-ci,- 
il feroit inutile de s'y arrêter davantage, 

CoïlOfcLAlRElI. 

174. Dans le cas oii les deux angles fur le côté 
cherché feroient égaux , on auroit par la première partie 
du Théorème^* B : coP ^ A : : R^ : cop ^ BC , & eb 

tirant les racines co/|BC == ^——7—. La féconde par- 
tie donneroit une formule moins fimple que la premiçrct 

S c H o L I E. 

. ijf. Ces Théorèmes renferment la folutîon de tous 
les cas poffibles des triangles fphériques obliquangles ^ 
comme il fera aifé de s'en convaincre à Pinfpeâion de 
la féconde table, fur laquelle nous avons réunies toutes 
ces folutions. Pour donner néanmoins à cette partie 
toute rétendue dont elle peut être fufceptible j nous 
ajouterons encore la feôioii fuivante , dans laquelle on 
trouvera plufîeurs Théorèmes généraux très-intéreflànts^ 
& particulièrement les fameufes analogies de Népefy dani. 
Jefquelles ce Géomètre avoit eu en vue de ramener la, 
.Trigonométrie fphérique aux mêmes analogies que laTri^ 
gonoraétrie reftiligne., En donnant à ces Théorèmes 
toute la généralité poffible , il fera facile tl'obferver que 
|çs 9nalog;içs de la Trigonométrie rç^ligne ne font ^uç 
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des cas particuliers de celles-ci ; auflî nous aurons fbîh de 
les déduire chacune en particulier par de fimples Corollai- 
res. Il eft étonnant que la plupart des Auteurs Trigo- 
nométriques n'aient fait aucune mention de ces ana- 
logies* : d'autres les ont données fans démonftration , 8c 
M, Foi/ en particulier les a défigurées, en leur fubftituant 
des proportions qui ne font pas celles de Néper. Ces ana- 
logies pourront encore être très - utiles , en ce q^ufelles 
contribueront à retenir aifément les folutions de tous les 
cas poflibles des triangles obliquangles , foît fphériques 
foit reclilignes. 



SECTION QUATRIEME. 

Démonjlration des Analogies de Néper, & des 

autres Analogies moins communes desTrianglei 

fphériques & reSlilignes^ 

T H é o R E M E I. 

Il 6. ^i d'un angle quelconque A d*un triangle fphé- 
rique obliquangle BAC , ( fig. i J. ) on abaîfle une per- 
pendiculaire AD fur la bafe BC prolongée , s'il eft né- 
ceflàire , on aura toujours cette analogie ; 

La tangente de la moitié de la baje efl à la tan-^ 
gente de la demi-fomme des côtés y comme la tangente de la 
demi ^différence des mêmes eûtes, eft à la tangente de la 
demi - différence ou de la demi-^fomwje des fegments de la 
bafe formés par la perpendiculaire ; fuivant qu'elle tombe 
au dedans ou au dehors du triangle , c'eft-à-dire , que 

u r Ti^ AB4-AC AB-AC . 

Ton aura tang { BC : tang : : tang : — * 

BD+DC * «> 1 

tang * 
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DÉMONSTRATION. 

'' L'on a vu (art. i J2> que l'on a co/BD : w/CD : : 
co^AB : cofAC , donc on aura auffi addenda & defra- 
*en({<» , co/BD-Hro/CD : c«/BD— co/CD : : co/AB-^ 
corAC : cofAB—cof AC. Mais (n». loi.) w/BD-h 
co/ CD : cofBD — co/CD: : cot (Jii^) .. j^„g 
\ — i — ) , & par la même raifon cofAB -i- cofAC ; 
c(j/^AB — cofAC : : cot \ J : tang ^ J. 

Donc puifque les premiers rapports de ces deux pro- 
portions font égaux , les féconds le feront auffi, & don- 
' ^ , /BD-CD\ /^D-f<:D\ 
neront cette proportion cot\ J :tang\ J: : 

/AB-ACn /AB4-AC\ ^ . j 
cot \ / : tang\ J. Ce qui donne pour le 

produit des extrêmes & des moyens, après avoir fubfH- 

tuë les tangentes aux cotangentes ^^'^g^» "^^ ) ^ 
tang (^^BD%i CD) ^ tangUtBD^iCD ) 

tangii AB-iACy 

Si la perpendiculaire tombe au dedans du triangle 
BD^cp^BÇ ^ g ^u^ ^^^i,^ ^„ dehors ^ZÇP^ 

B C 

; fubftituant ces différentes expreffions félon le cas 

qui doit avoir lieu : la dernière égalité réduite en pro- 
portion donnera 

/^g(!£±£!E). C.Q.F.D. 

s c H O L I E. 

177. On voit aifément qu'en fuppofant le triangle 
reâiligne ; comme alors les tangentes fe confondent 
avec les côtés J on aura cette proportion: 



^Ô ÀSTRÔlfÔMÏÈ 

La bafe du triangU^eJl à lu fomfne des deux côtés $ 
comme la différence des mêmes côtés ejl à la différence ou à 
la femme des fegments formés par la perpendiculaire 
abaiffee fur cette bafe , félon que cette perpendiculaire 
tombe au dedans ou au dehors du triangle. 
• On voit de plus que pour les triangles fphériques ou 
ireâilignes , cette formule a lieu dans le cas où Pon con« 
noît les trois côtés -, en réduifant d'abord le triangle en 
deux triangles reâangles dans chacun defquds on con- 
noîtra , outre Pangle droit , l'hypotënufe &un côté. Mais 
les formules des art^ i6y 6c 166 doivent toujours être 
préférées dans ces cas, foit pour les triangles fphériques 
fbit pour les triangles reâilignes , parce qu'elles fe 
tonftruifmt encore plus aifément. 

Th ÉO KE ME lî. 

I^S. Supposant toujours que d'un angle quekoncjuô 
A d'un triangle fphérique BAC , l'on ait abaiffé une 
perpendiculaire AD , je dis que Ton aura toujours les 
deux proportions fuivantes: {fig. ij.) 

* 1^* Lejînuide lafommedes angles fur un côté eft au 
Jihus de leur différence , comme la tangente ou cotangente 
du demi-côté adjacent à ces angles ejl à la tangente de là 
demi-différence y ou à la cotangente de la demi-famme des 
fegments formés par cette perpendiculaire ; c'eft-à-dirc » 
fue l'on aura cette analogie» 

Sin (B H- C) : fin (B— C) : : tang ou cot { ^Q % 

tang ou cotang y^ — Zi — ^j^ 

a*. Lejînus de la femme des côtés ejl mjmus de leuf 
différence , comme la cotangente du demi- angle compris 
entre ces côtés eft à la tangente de la demi-fomme^ ou de 
là demi' différence des fegments de cet angle ; c'eft-â-dîre > 
que l'on aura7rn(ABH-AC) :^n(AB — AC): i 
totang { BAC : tang {i BADI? f CAD^* 
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Démonstration; 

Dans le triangle BAC l'on a ( rP. lyp. art. 3*. ) 

: iang B : tang Ci: fin CD ifin BD ; donc on aura adr^ 

€iendo Scdetrahendoj tang B-+-tâRg C : tang B— rang C:: 

Jîn CD -H/n BD ifin CD ^^ fin BD ; mais le premier 

rapport eft égal àcelui de/n(B + C )à//i(B — C) 

(n^. 88), & le fécond rappon eft égal à celui de tang 

(?£±ÇP) à tang (^£P) (n».p(î). Donc en 
fubftituant ces rapports aux précédents y & mettant 
tang I BC à là place de tang ( — 1" — ^ , lorfque la per- 
pendiculaire tombe au dedans > & tang { BC à la place 
(BD — CD\ 
J , lorfqu'elle tombe au dehors ; Ton 

aura pour les deux cas. Sin[B^C) : finÇR-^C):: 
vT«^. /BD-CD\ /BD-hCD^ ^,^^^ 

: ; cet i BC : cet (^^^) C. Q. F. jo. D. 

- 2^. Dans le même triangle on aura encore par le (è- 
cond article du même n°. i jp ) tang AB : tang AC : : 
cof CAD : cof BAD ; donc addenda & dttrahtndo 
tang AB 4- rang AC : tang AB — rang AC : : cof CAD 
;*+• co/BAD : co/CAD — co/BAD, mais ( art.p5 ) 
le premier rapport eft égal à celui de fin ( AB + AC ) 
\fin (AB— AC) &(n^ ici.) le fécond eft égal à celui 

j /BAD-CADx, /BADh-CACn ^ ^- 

, de cot \ j à tang{^ ^ ; . Donc en fub- 
ftituant ces rapports aux précédents, & mettant | BAC 
à la place de , lorfque la perpendiculaire 

tombe au dedans du triangle , & ! BAC à la place de 

BAD-CAD ^. * 

1 — ; lorfqu'elle tombe au dehors^on aura pour les 

deux cas: 
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Sin (AB 4- AC) : fin ( AB-AC) : : cot i BAC : taûg 
( \ BAD + 1 CAD )• C. Q. F. i^ D. 

S C H O L I S. 

I7P» On voit aifément que la première paftîc du 
Théorème fert à réfoudre un triangle fphérique , dans 
lequel on connoît un côté & les deux angles adjacents ; 
en le réduifant d^abord à deux triangles reélangles dans 
chacun defquels on connoîtra un côté & l'angle adjacent. 

Cette première partie fervîroit î^u même ufage dans 
un triangle reéliligne ; mais elle dévient inutile pour la 
réfolution des côtés du triangle qui fe trouvent plus zv^ 
fément par l'analogie connue entre les fînus des angles 
& les côtés oppofés. Le feul cas où ce Théorème peut 
êtred'ufage dans la Trigonométrie reftiligne, fcroit ce- 
lui où l'on voudroit trouver les fegments de la bafe. En 
fuppofant que cette bafe eft connue & les deux angles 
adjacents ; alors pour avoir les fegments de la bafe , oh 
feroit cette analogie. Lejînus de lafomme des angles fur 
cette bafe eft aufinus de leur différence , comme la moitié 
de la bafe eft à la demi^différeme ou à la demi-fommedes 
fegments de cette bafe , félon que la perpendiculaire tombe 
au dedans ou au dehors» 

La féconde partie du même Théorème a lieu dans le 
cas où l'on connoît deux côtés & l'angle compris ; & fert 
encore à réfoudre le triangle en deux triangles rectan- 
gles , dans chacun defquels on connoîtra l'hypoténufe Se 
l'angle adjacent. Ce même cas peut auflî s'appliquer au 
cas femblable des triangles redlilignes , & fait trouver 
les fegments de l'angle vertical , en fubftituant AB -H 
AC & AB — AÇ au fmus de ces mêmes quantités. La 
règle ordinaire n'eft gueres plus fimple que celle-ci. 

Théorème II L 

i8o. Je dis de plus que l'on aura toujours les deujc 
proportions fuivantes dans un triangle fphérique quel- 
conque BAC^ l^Lc 
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1\ Lefinus de la demi-fomme des côtés eji au Jinus 
^ leur demi " différence , comme la tangente du demi-* 
côté adjacent à ces angles eft à la tangente de la demi^ 
différence des côtés oppofés , ou, ce qui revient au même , 

2.^. Le cojînus de la demi -fomme des angles fur un 
côté efi au cojînus de la demi ^ différence des mêmes 
angles , comme la tangente du demi - côté adjacent efi à 
la tangente de la demi ^fomme des côtés ou bien 

DÉjflONSTRATlON. 

Nous avons vu au Théorème fécond que 7?» (C-+-B): 
jfn ( C—B ) : : tang IBC : tang (5£r^). Mais C+B 
T=''(~-V&C~B=^(^). D'ailleurs par la for- 
mule {în 2A=fînAx2cofA (n^.ya) on Mrzjîn (C-+-B) 
s=i2jîn\ Jxcof\ Jf & de même ^o\xt Jîn 

de C -— B , ce qui changera notre première proportion 
dans la fuivante , après avoir divifé le premier rapport 

par 2 ipn (^^) X cof (^±-^) ifm (2=1?) X cof 

(^) : : tang [BC : tang^RsS^). De plus à caufe 

que dans un triangle fphérique quelconque les (inus des 
angles font entr'eux comme les finus des côtés oppofés , 
on 2LUTzJîn C :Jîn B : :Jin AB :Jîn AC; donc addendo & 
detrahendo fin C^finBzfiriC — fin B::fin AB -+• 
finAC : fin AB— fin AC. Préfentement fi Ton fubfti- 
tut à ces rapports leurs égaux indiqués aux art. ^2; P5 
&^ 6, la proportion deviendra celle ?ci« 
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Mukipliant cette proportion par celle que nous avons 
trouvée plus haut , on trouvera après avoir dfecé ce 
qui fe détruit. 

(A!±^Ç): tang (^^) X .4«g (^^). Enfin fx 

l'on multiplie les antécédents de la proportion alterne du 

premierThéorême par tang (^5±i?)&les conféquents 

par tane C ^- Jf on trouvera cette dernière pro- 

r 6 ^ i «" /'AB^ACN /BD-CDx 

portion f«ng ^ BC x tang{^^—) : «angx \, — ^ — ^ 

X tangC^^S): : tang^ ^^J£)i,tang^Q^\ 

Donc puifqué cette proportion & l'avant dernière ont 
un mêfflerappoft ; en concluant du premier au dermer,on 
.trouvera cette analogie. 

S«^(^) :>^(^) : : tang^ (!^±^): 
tang^(^^E); & tirant les racines>(^):> 
(Çz!) : : m.g(^A£) : tang Q^^) : : tang L 

BC : tcmg (^1^) , par le mêffie Théorème premier; 

d'où fuit évidemment la vérité ide la première partie 
du théorêmcé 

On prouveroit par un calcul femblablc que cof 
(^J^y,,or(^-^)'.'.tangkmuangi^'^y, 

^oute l'adreffe du calcul fe réduiroit à difpofer les deux 
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proportions que nous avons multipliée l'une par l'autre, 
de manière qu'on eût les quarrés des cofinus des quantités 
C-4^B& C — B. Ce qui ne fouffre aucune difEculté» 
d'où fuit la vérité du fameux Théorème de Nép^r dans 
l'un &rautre cas. C Q, F. D. 

S C H L I E* 

1 8ï. Il eft aîfé de voir que ce Théorème fert à trou- 
ver en même temps les deux côtés d'un triangle fphé- 
rîque quelconque , dans lequel on connoît les deux an- 
gles fur la bafe au0i connue. Il ferviroit pareillement à 
réfoudre le même cas de la Trigonométrie reôiligne , en 
fubftituant la bafe & la fomme, ou la différence des côtés, 
à la placé des tangentes de ces quantités. On remar- 
quera de plus que notre démonftration amené encore 
deux Théorèmes qui méritent quelque attention. 

Le premier peut s'énoncer ainfi. 

Dans un triangle Jphérique quelconque , lejînus de la 
demi'fomme des angles eji aujînus de leur demi^differencei 
comme la tangente de la demi-fomme des côtés oppofés eft 
à la tangente de la demi" différence desfegments de la haji. 

Et le fécond par cette autre analogie. 

Le cojînus de la demi-fomme des angles fur la bafe eft 
au cojînus de la demi -- différence des mêmes angles , 
comme la tangente de la demi-différence des côtés oppofés 
eft à la tangente de la demi-différence des mimes fegments 
de la bafe* 

Il fuît encore du Théorème , & de ce que dans un 
triangle redliligne la fomme des trois angles eft égale à 
deux droits , que Ton aura ces deux analogies générales. 

i^* Lefinus du demi-angle vertical eft au coftnus de. 
la demî'-fûmme ou de la demi-'différence des angles ; comme , 
la bafe ou le coté oppofé £cet angle eft à la différence ou à 
la fomme des deux autres côtés; c'cft-à-dire c^^fin t A ; 

Fij 



8^ ji S TRONC MIE 

2^. Lecqfinus du demi-angU i/ertical eji aujînus de 
la demi-fomme , ou de la demi-différence des angles op^ 
fofési comme la bafe eft à lafomme,ou à la différence des 

côtés oppofés : eeft-à-dire que cofi A :fin (^^): : BC: 
AB:tAC. ^ ^ 

Enfin les deux analogies que nous a donné la démon- 
ftration de ce Théorème^ donneront cette double analo- 
gie pour un triangle reâiligne quelconque , dans lequel 
on confidere les fegments de la bafe, 

Lafomme ou la différence des côtés ejl à la différence 
des fegments de la bafe, eomme le cojinus ou lejînus du 
demi-angle vertical eft aujînus ou au cojinus de la demi" 
différence des angles fur cette bafe ; c'eft-à-dire que Pon 
aura 

AB H^ AC : BD— CD : : cofoixfin J A : fin ou coj 
fC — B^ 



(^')-- 



Théorème IV, 



182. Dans tout triangle fphérique BAC, on aura 
toujours ces deux analogies. 

1°. Lejînus de la demi-fomme des côtés qui compren^ 
Tient un angle , eft aujînus de leur demi^différence , comme 
la cotangentede la moitié de V angle compris entre les côtés 
eft â la tangente de la demi-différence des deux autres an-- 
gles ou 

Sin (^±è£) : fin (^2^): : crifiAC : 

tang (-^)« 

2^ Le cofinus de la demi-fomme des côtés eft au coftnus 
de leur demi-différence , comme la cotangente du demi-* 
/angle compris entre les côtés eft à la tangente delà demi' 
fomme des angles oppofés ; c'eft-à-dire que 

co/(é!±A£):c<,/(^) ::coti BAC : tang (9±?> 
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DéMOKSTRATION. 

Dans le triangle DEF dont toutes les parties font 
fupplément de celles dti triangle BAC , on aura par le 

Théorème précédent^ifi C— — / • f^ C~"y •' ^^^ëi 

/FD— FE\ * 

DE : tang {^ J. Pour découvrir ce que cette ana- 
logie devient au triangle BAC ; foient a 8c b deux arc$ 
de cercle qui rcpréfenteront > fi Ton veut , les angles 
E & D; & foit 2r=2i 80**. Les fuppléments de ces angles 
aScb {èront 2r— « & 2r — è; & la demi-fomme de 

ces fiippléments fera 2r— — •— — , c'eft^à-dire, le 
ftpplément de la demî-fomme de ces angles ^ & b. Donc 
fin (^±^) =:fm (^£±^). On fera voir de même 

qucjîn (— ^) = fin Ç — ^ — J ; enfin parce que 

tang !■ fupplément = tang romplément de la moitié, 

FD FE 
on aura tang j DE =5 cot { BAC > & tang — I — =i 

tang (-^y. C. Q. K I^ D. 

L'on démontreroit précifément de la même manière 

que la proportion cof (— i_J| : cof (-1— ^ : : tang ^ 

/DF-+-FE\ * * 

DE: tang \ ) fe changeroit pareillement en cel- 
le-ci cof C±t^): cof ^lzâ£: :cat { BAC ^ tang 

S c H O L I E. 

183. On voit à la feule infpeftion de ces deux 
analogies qu*elles fervent à trouver en même temps les 
deux angles d'un triangle fphérique quelconque , dans 
lequel oa connoît les deux cotés & l'angle compris. Oa 

Fiij 
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voit de plus que la première analogie appliqua aœt 
triangles redHlignes dans le cas fenxblable , donne L'ana-- 
logie ordinaire. 

Lafomme des côtés ejlàleur différence , comme lu tan^ 
gtnte du demi-angle compris entre ces côtés ejl à la tan- 
gente de la demi' différence des angles oppofés. Enfin Pon 
voie auffi' que la féconde analogie n'a pas lieu dans les 
triangles reâilignes y parce que cot |- BAC devient égale 

Jf à caufeque dans ces triangles la fbmme 

^es trois angles vaut nécefTairement deux angles droits ; 
ce qui ne peut avoir lieu pour les triangles fphériques. On 
pourroit encore ajouter id des Théorèmes femblables à 
ceux qui font énoncés dans les analogies du dernier 
Scholie ; je laiiTe aux Commençants le plaifir de les troa^ 
ver eux-mêmes. 
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Htion de tous les cas pojjtbks des Triangles 
\ies obliquanglesm 

ÉPER y démontrées pagt ^6 ù^fuiv. 



VaUwrs du Terme demandé. 



. , cor. |- angle donné xfin. i diffir. des c6céf donnés 

Ides angles =s * ^ -^ » , ♦ 

' fin* demi-fommc des mêmes c6cés 

j €0U I angle X cof» demi^ffirence des c6tés 

( de» angles = ^ . — ... * 

1 cof» demHomme des cotes 

|nmune $ les firm des côtés : : les finis des angles oppo({s. 

I I 

prd par l'analogie commune $ 

< : : les fiims des angles oppof^^s. 

I . ., Mng* demi-diflér. des angles xjEn* demi-fom. câtés donnés 

loitie ss I — — »• 

fit, demi-difiSrence des câcés donnés 
ku des angles opp. aux côtés donn.X cof. demi-fbm. des côtés donn. 

cofiiu demi-difiérence des mêmes côtés donnés. 



... rtfnr. 7 côté donné xfin» >• difiér. des angles donnés 

des côtés = ■ ' * 

fiiu ~ fomme des angles donnés 

^ ftfn^.l côte donné X ca/l diflSr. des angles donnés 

es cotés — * '' ' 

cq/^ ? fonmie des angles donnés 
omune ; Us Jtmu des angles : : lesfimu des côtés oppoil^ 



ord pat l'analogie commune^ 
fin, des côtés opposés. 

fitu-^ Conu angles op. aux côtés don.xranf »~ diff. côtés donnés 

fin,\ diSht, ang. opp. aux côtés donnés 
des angles oppo(%s aux côtés donnés X tang, f fomme des côtés 



cof. - difier. des angles opposés aux côtés donnés 
imune. 



erpendiculaire fur le côté adjacent à Tàngle cherché. 

lu demi- 1 rang. \ fomme X tang. j différ. côté s 

! de la bafc. J ^^^ ^g^g, 1 bafe 

=s tang, feg. adj. X cotang. côté adjacent. 



erchant un angle quelconque du triangle , dont toutes les parties 
[cnt de celles du Triangle dont les trois angles font donnés. 
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CHAPITRE TROISIEME. 

De la Réfolution Graphique ou Géomé^ 

trique des Triangles fphériques 

quelconques. 



Obfervationfur la nature de ces Solutions. 



1 84. JLi 1 



\ ES Géomètres font ordinairement peu de 
ca$ des Solutions Graphiques ou Géométriques , fur- 
tout depuis l'invention des Logarithmes; attendu la fim- 
plicité dont les {blutions numériques font dévenues fu£- 
ceptibles par ce moyen ; & qâ'on obtient d'ailleurs une 
précifîon beaucoup plus grande , parce que dans les 
conftruôions dont nous parlons , cette précifîon dépend 
à la fois de Padreffe de celui qui conftruit, 8ç de la bonté 
des inftrùments avec lefquels il opère. J'aurois donc 
fupprimé cette partie fans les confidérations fuivantes. 

i^. Les folutions Géométriques quoique peu exaéles 
pour les raiTons qu'on vient d'expofer , n'en font pas 
moins rigoureufes aux yeux deTefpritjétant appuyées fur 
les vérités les plus connues de la Géométrie. 2". Il eft 
des cas où Pon n'a pas befoin de toute la précifîon du 
calcul; comme lorfqu'il s'agit d'orienter un plan ou une 
allée par quelques obfervations faites à la hâte , ce qui 
peut avoir lieu affez fou vent dans la Gnomonique , pour 
fe guider à une opération plus parfaite ; ces opérations 
étant d'ailleurs très-commodes par la facilité de les pra- 
tiquer. 3®. Il y a dans r Aftronoftiie des Théories fon- 
dées fur ces folutions : on peut les employer avec fuccès 
dans certaines pratiques du pilotage» Ènnn elles peuvent 

F iv 
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guider dans un calcul où l'on craindrpit de fe tromper i 
Se fi 1 on y applique l'analyfe algébrique , on découvre un 
très-grand nombre de nouvelles folutions qui éclairent 
cette partie, &conduifent à des folutions très- élégantes 
d'Aftronomie pratique , lefquelles feroient devenues très- 
compliquées par d'autres méthodes; comme nous tâche- 
rons de le prouver par des applications à différents Pro- 
blêmes. Ces formules comparées avec les folutions fyn^ 
thétiques font voir des différences remarquables entre 
la fynthefe & l'analyfe ; elles fervent à exercer les Cona- 
mençants fur cette partie, en leur donnant le moyen de 
trouver des folutions déduites desconfidérations Géomé- 
triques. J'ajouterai encore que ces formules fe trouvent 
démontrées d'une manière bien plus Ample & bien plus 
élégante, lorfque les calculs font appuyés fur une con^ 
truftion Géométrique que par des fubftîtùtions purement 
algébriques ; ce que l'on reconnoîtra aifément , fi l'on 
compare mes folutions avec celles que M. de la Caille 
a donné des mêmes formules. 

Problème L 

i8j. Connoiffant Us deux côtés AB, AC ( %• '7* ) 
d'un triangle fphérique BAC & Vangle A qu'ils com^ 
pnnnent ; trouver i^, un des angles fur la bafe ; 2^ y cette 
bafe au le troijîem^ côté BC^ 

Solution*. 

Sur le plan du cercle ABRDr(fig.i7) Ibît pris Parc AB 
'égal à l'un des côtés donnés de l'angle BAC ; & foient 
tirés au centre G les rayons AG & BG,par lequel foit en- 
core mené le diamètre r G R perpendiculaire au rayon 
AG ; foient auflî pris de part & d'autre du point A les 
arcs AL , Al chacun égal au côté donné AC,& fbit tirée 
par les extrémités de ces arcs la corde Lï. Soit de plus 
fait au centre G Pangle DGR égal à l'angle donné BAC; 
enfin ayant abaiité du pdnt D la perpendiculaire J)d au 
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diamètre Rr, fi Pon prend CH quatrième proportion- 
nelle aux lignes rG,dG,lli, le point C fera , comme 
on Ta vu (n*^. idi ) la projeâion de Tangle C Cela 
pofé, pour avoir l'un des angles, B par exemple; du point 
trouvé C on mènera au rayon GB la perpendiculaire 
yCXF; enfuite ayant mené le diamètre MGm perpen- 
diculaire au rayon GB, Pon fera X/: XC : : GM : Gn ; 
par le point n ainfi déterminé, l'on mènera la ligne nN 
perpendiculaire à GM & terminée à la circonférence en N, 
Tare MN fera la mefure de l'angle B. L'angle C fe 
trouveroit, par une opération abfolument femblable , en 
prenant AC fur le plan du cercle ABKa au lieu de Parc 
AB. C. Q. F. I^ T. 

2r. Pour avoir le troifieme côté BC ^ il eft vifiWe 
qu'il eft égal à Pun des arcs BF ou Bf ; puifque lès 
arcs B/, BC , BF font tous d'un même nombre de degrés 
étant tous compris entre le même point B & un petit 
cercle perpendiculaire au rayon GB, C. Q. F. 2^. T, 

Premier Scholie, 

186. La démonflration de cette conftruélion eft une 
fuite évidente delà nature de laprojeâion dont on fefert 
ici, & que nous avons déjà expliqué au n^.i5i. Si Ton 
ne veut pas recommencer Popératîon pour trouver Pan- 
gle C, on pourra le découvrir aifément de la manière fui- 
van te que nous ne ferons qu'indiquer , pour ne point 
trop multiplier les figures. Par les extrémités L , F des 
arcs AL , BF refpedlivement égaux aux côtés AC Se 
BC, Ton mènera les tangentes de ces arcs terminées aux 
rayons AG & BG prolongés autant qu'il fera néceflaire. 
De ces points comme centre avec les mêmes tangentes 
comme rayons, Pon décrira deux arcs de cercle qui fe 
couperont en un point duquel on tirera à ces mêmes 
centres les rayons qui feront entr'eux un angle égal à 
Pangle C. Cette conftruftion eft une fuite évidente de 
ce que l'angle de deux plans eft le même que celui qui 
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cft formé par deux lignes perpendiculaires it Tinterfêc^ 
tion commune » comme le ibnc ici les tangentes de& 
arcs AC & BC* 

Second Scholie,^ 

187. Ayant pris comme ci-devant les arcs AL, At 
diacun égal au côté AC, on peut encore couver lapro* 
jeûion de l'angle C de la manière fuivante , lins em- 
ployer les proportionnelles. Pbur cela du point H 
comme centre avec le rayon HL , on décrira un demw 
cercle hcl ; au même point H avec le rayon HL,^ on fera 
un angle LHc égal à Sangle donné BAC; &du pointe 
GÙ le rayon Hc coupe la circonférence , on abaiffera la 
perpendiculaire cC au diamètre IL y Se le point C fera 
la projeétion cherchée de Tangle C du triangle BAC 
Si Tangle en A eft obtus , le point C tombera fur H/ j 
s'il eft aigu ^ le même point tombera fur HL : on peut 
auflî trouver Pangle B avec la même facilité en prenant 
C^ = ex fur la ligne IH prolongée s'il eft néceflaire i 
& tirant du point c au point x la ngne ex qui donnera- 
l'angle cxh ou cxl égal à Tangle ABC. 

Pour concevoir la raifon de cette conftruôion , il 
fiîflSra de jctter les yeux fur la figure 16 , dans laquelle 
on voit que Tangle CHL eft égal à Tangle BAC>. 
puifque les lignes CH & HL font toutes deux perpen- 
diculaires à rinterfcftion commune AG des plans GAB^ 
GAC ; ainfi l'angle cHL eft le même que PangleCHL. 
De même on voit auflî que dans le triangle CXcreftangle 
en c, les lignes cX & CX étant toutes deux perpendi- 
culaires à rinterfedion GB des plans BGC , BG A y 
l'angle quMles forment entr'ellés , eft le même que l'an- 
gle ABC. Or par notre conftruélion le triangle redlan- 
gle cCx de la figure 17 cft parfaitement égal aa 
triangle CcX de la figure 1 6j donc Tangle x eft auflî égal 
de pan & d'autre.. 
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Tr OISIEJttE SCHOLifi. 

i88* En confidérant la figure 17 avec attention » 
on remarquera qu'un triangle quelconque ABC en déter* 
mine trois autres que Pon peut regarder comme fes cor- 
refpondants ; favoir baC , BaC jbAC ; chacun defquels 
a toujours un angle commun ou égal à l'un des angles 
du triangle BAC , & deux angles fuppléments des deux 
autres du même triangle ; ainfi que deux côtés fupplé- 
ments de ceux de même dénomination avec un côté égal, 
favoir celui qui eft oppofé à Tangle égak 

Ces triangles renferment toutes les variétés dont le 
problême peut htc fufccptible à l'égard des données ; 
& pour mieux entendre la conftruôion de chaque cas 
particulier , on peut s'exercer à appliquer chaque folu- 
tion à chacun de ces triangles. 

Problème II. 

285^. Connoîffant dans un triangle fphérique quelcc/nque 
BAC deux angles A 6r B avec le côté adjacent AB, 
trouver l% les deux autres cités ; 2% k troifieme angle. 

Solution. 

Ayant pris lur le cercle ARDr (Jig.'i'j) Parc AB égal 
au côtédonné , & tiré au centre G les rayons AG Se 
BG ; on élèvera les lignes Gr,GM rcfpeftivement perpen- 
diculaires à ces mêmes rayons : on prendra enfuite les 
arcs MN, RD refpeâîvement égaux aux angles en B 
& en A ; puis après avoir tiré les Cnus Nw , Dd; avec 
les demi-axes GB , Gn ; GA , Gd, on tracera les demi- 
ellipfes Bnb , Ada , lefqucUes fe couperont dans un 
point C qui fera la projeftion de l'angle C du triangle 
fphérîque BAC. Par ce point C on mènera les cordes 
ICL, fCF perpendiculaires aux rayons GA &GB, ce 
qui donnera les arcs AL , Al égaux au côté AC,& les 
arcsBF , B/égauxau côtéBC. C Q. F. i%r. 
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2^. Connoîffant les côtés AC & BC, on déterminera 
Kangle C par Pline ou l'autre des fohitions indîq^uées ai£ 
problème précédent, C. Q. F^2^. T. 

Pkobleme m. 

ipcx Connoîffant deux côtés quelconques AB , AC 
d^un triangle BAC Gr Vun des angles oppofés à ces côtés, 
tromper i% le troijîeme côté; z^yles deux autres angles^ 

Fkehiikre Solution. 

Suppofons que les côtés connus font AB , AC avec 
l'angle B;, & de plus que l'on fait de quelle efpece eft 
l'angle A compris entre, ces côtés connus. On prendra 
d'abord fur le pian du cercle ARBr un arc AB égal au 
côté donné AB , & l'on tirera les rayons GA & GB. 
Par G l'on mènera la perpendiculaire MGm, au rayon GB 
fur laquelle on prendra G/i égale au cofinus de l'angle B, 
vers M fi l'angle BAC eft obtus , ou Gv égale au même 
cofinus vers m fi l'angle BAC eft aigu; & fur les axes 
Bb , m on tracera Tellipfe Bnbv. Enfuite on prendra fur 
la. circonférence du cercle ABar de part & d'autre du 
point A les arcs AL, AI chacun égal au côté donné AC, 
& l'on tirera la corde Li qui coupera l'ellipfe Bnbv en 
deux points C , O qui fervîront à déterminer le troifieme 
côté BC, en menant par ces mêmes points les lignes 
/ex, ^CV perpendiculaires au rayon GB,lefquelles don- 
neront les arcs B/& Bip égaux au troifieme côté, félon 
que l'angle Aoppofé fera obtus ou aigu. C Q.F. i^ T. 

2®. Pour avoir l'angle A, ayant décrit le denù- cercle 
/KL fur la corde hl comme diamètre , & tirées les or« 
données Ce, CVon mènera du point H les lignes Hc, 
Hc' lefquelles donneront les angles LHc , LHc' égaux 
à l'angle A félon qu'il doit être obtus ou aigu. L'angle C 
fe trouvera par la conftruftion indiquée au n*', i8d* 
CQ.F.2o,r. 
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Seconde Solution. 

Si l'on fiippofe que ks côtés connus font AC&BC 
avec l'angle B oppofé au côté AC , l'on pourra trouver x 
encore une autre folution qui ne fera pas plus compli- 
quée que la précédente. On prendra d'abora un point B 
quelconque fur la circonférence du cercle ABRa , lequel 
fera le fommet de l'angle B. On tirera par ce point & le 
centre G le diamètre BG^, auquel on mènera le diamè- 
tre MGm qui lui foit perpendiculaire; fur lequel on 
prendra nG égal au cofinus de Fangle donné B ; puis 
ayant pris de part & d'autre du point B les arcs BF, B/ 
égaux au côté donné BC , &: tiré la corde F/, on fera 
cette proportion MG : nG ; : /X : XC , ce qui déter- 
minera le point G fur le plan du cercle AR^r , lequel eft 
vifiblement la projedtion de langle G. 

Par le centre G & le point C l'on mènera le rayon 
GCP;& fur la ligne GC, comme diamètre, on décrira un 
cercle : enfin du centre G avec un rayon GH égal au 
cofinus du c^té donné AC , l'on décrira une portion de 
cercle qui coupera le dernier en deux points H , ft , par 
lesquels on mènera les lignes GHA , Ghaqui détermi* 
neront le troifieme côté demandé AB , ou «B félon que 
l'angle inconnu oppofé au côté connu BC doit être obtus 
ou aigu. On pourroit auffi trouver le point C par une 
conftruc^ion abfolument la même que celle qui a été ex- 
pliquée au n^ 187; en décrivant un demi-cercle fur la 
corde/F, & tirant au point X un rayon qui fit avec/X 
un angle égal à l'angle B , par l'extrémité duquel on 
abaiiTeroit une perpendiculaire à la même corde /X , 
laquelle détermineroit le point C fans y employer de 
proportionnelles. Les angles en A & en C fe déterminc- 
roient comme au premier Problême. C. Q. F. T. 

Problème IV. 

ipi. Connoijfant deux angUs judconques A & B 
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d'un triangle BAC avec le côté AC ofpofé à tuft de tet 
Cingles ^ trouver i*^, le côté oppofé à Vautre angle; 2% h 
troijîmie côté ; 3% le troijîeme angle, ifig^ij) 

Solution, 

D*un point A quelconque du cercle ABRa foîtfncné 
le diamètre AGa auquel on tirera le diamètre rGR qui 
lui foit perpendiculaire. De part & d'autre du même 
point A foient pris les arcs AL , Al chacun égal au côté 
donné AC , & foit tirée la corde LU Sur cette corde , 
comme diamètre , foit décrit le demi-cercle ZKL ; & du 
point H foient menés les rayons Hc , Hc' qui faffent 
avec LH un angle égal à Pun des angles donnés A , 
félon que ce même angle efl obtus ou aigu. Des points 
c, c' foient abaifféès les perpendiculaires cC , c'C , leC- 
quelles détermineront les points C, cf qui font les projec- 
tions de PangleC ou C^ Enfuite des points CyC^ foient 
menées les lignes ex , c'x^ qui faffent avec les ordonnées > 
Ce , CV les angles Ccx , Ce V égaux au complément > 
de l'angle donné B. On a vu (aun"^. 187) que la ligne 
Cx eft égale à CX dont la pofîtion détermine le côté 
AB&lecôté BC. Pour la trouver, foit encore tirée la 
ligne GCP, & fur CG foit décrit un cercle GHCA, 
enfin du point C comme centre, foit décrit avec un rayon 
== C:r une portion de cercle qui coupera ce dernier en 
deux points a qui détermineroit le côté AB en menant 
le rayon GXB, & la corde /CXF menée parle point X, 
& le point C donnera les arcs B/, BF chacun égal au 
troifieme côté ; le troifieme angle fe trouveront toujours 
par la conftruftion indiquée au n^. i85. C. Q. F. T. 

S c H L I E. 

ip2. Si Pangle A eft aigu , ainfî.que l'angle B, le 
point X trouvé dans le quart de cercle AGr donnera le 
côté AB qui fervira pareillement à trouver le côté BC. 
Il n'eft pas moins yifible que il l'on imagine un cercle 
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^^rit far k rayon CG, dans lequel foit infcrit la ligne 
Car', on aura encore deux folutions du même problème ^ 
felon que Tangle A du triangle BAC fera aigu, &Pan- 
^le B obtus , ou que les angles en A & B feront aigus , 
& l'angle en C obtus. Nous n'avons point tiré toutes 
ces lignes fur la figure dans la crainte de la rendre trop 
confufe* 

P R O B L E M E V. 

ipj, Connoiffant les trois côtés d'un triangle fphérique 
quelconque BAC , trouver un angle quelconque du mime 
triangle. ^^^^^^^^ Solution. 

Ayant pris fur le plan du cercle AR^ l'arc AB égal à 
l'un des côtés donnés, & tiré' des extrémités A, B de 
cet arc les rayons AG , BG ; on prendra de part & d'au- 
tre du point A les arcs AL, AZ égaux au côté AC & les 
arcs B/, BF égaux au troifieme côté BC, puis on tirera 
les cordes Lî, F/ qui fe couperont dans un point C , 
lequel fera la projeftion de l'angle C. Enfin ayant élevé 
aux rayons GA & GB par le centre G les perpendicu- 
laires rGR , mGM , on cherchera une quatrième propor- 
tionnelle Gn, aux lignes/X, CX, MG; & par le point ti 
qu'elle déterminera fur MG, l'on mènera la perpendicu- 
laire TiN terminée à la circonférence en N,ce qui donnera 
l'arc MN égal à la mefure dePangle B ; pînreillement on 
cherchera une droite Gi quatrième proportionnelle aux 
lignes ÏR , CH , rG , laquelle déterminera fur rG un 
point d , par lequel on élèvera auflî la perpendiculaire 
to qui donnera l'arc RD égal à Tangle en A ; l'angle C 
fe trouveroit par une conltruôion femblable , en pre- 
nant le côté AC fur la circonférence au lieu du côté AB. 
CÇt.F.T. 

Seconde Solution. 

Si l'on ne veut pas fe fervîr de proportionnelles, ayant 
trouvé comme ci-devant le point C par Tinterfeôion des 
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droites ÏL,F/; fur hl comme diametre,on décrira le der&î« 
cercle LKI ; & par le point C l'on mènera la perpendi- 
culaire Gc au diamètre LZ ; & du point c au point H, 
Fon tirera cH qui donnera Pangle cHL égal à l'angle 
en A ; enfuite ayant pris Cx =± CX & tiré la ligne ex, 
Pangle cxC fera égal à/PangleB; on trouveroit Van- 
gle C par une conftruftion femblable. C Q. F. T. 

Problème VL 

1^4,. Connoijfant Us trois angles £ un triangle ^ trou-* 
ver chacun des trois côtés. 

Solution. 

On fera un triangle DEF (Jig. 11, ) dont les trois 
côtés foient fuppléments des angles du triangle donné ; 
enfuite par Tune des conftruâions du problême précé- 
dent on cherchera les angles de ce nouveau triangle, les- 
quels feront les fuppléments des côtés que l'on demande. 
C Q. F. T. 

Scholie général pour les Jolutions précédentes, 

19^* On voit que les fix derniers Problêmes donnent 
la folution Géométrique de tous les cas des triangles 
fpbériques obliquangles. Les confb-uâions peuvent éga- 
lement s'appliquer aux triangles reâiangles , & n'en de- 
viennent que plus fîmples. Nous nous fommes difpenfés 
de démontrer chaque folution en particulier , parce 
qu'elles fe déduifent toutes comme autant de corollaires 
de la conftruftion générale des projeflions ortographi- 
ques , expliquées ci- devant aun®.i5i. &développées,fur 
la figure i(S,dont l'intelligence bien fuppofée donne tou- 
tes les notions qui pourroient devenir çéceflaires pour * 
une démonfiration complette de nos (blutions. Nous 
ajouterons encore quelques problêmes relatifs à cette 
efpece de projeftion qui eft celle dont on fait le plus 
d'ufage en Âftronomie. 

PK0B1.EME VII. 
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Problème VIL . 

ipy. Cùnnoijfant Vdlipfe qui eft laproJeBian ortogra* 
phique (Tun grand cercle ^ trouver fur le plan deprojedlion 
r apparence des pôles de ce même grand cercle; & récipro^ 
quement, ayant les pôles projettèsd! un grand cercle^trouver 
Vellipfe qui efi laprojeBion de ce grand cercle. (%• ip. ) 

Solution* 

Imaginons que la droite Aâ nous repréfênte le plan da 
grand cercle de la fphere, auquel fe fait la projeâion or« 
tographique de tous les points de la furface fphérique; 
& que Vp perpendiculaire à GL eft l'axe du cercle ^ pro « 
jetter, lequel fera par conféquent rcpréfenté par GL. II 
eft de plus évident que le cercle PJiab qui pafle par les 
pôles P , p du cercle à projetter, fera perpendiculaire au 
plan de projeâion. Cela pofé , (i l'on abaiife les perpen- 
diculaires Ptr , Gg , il eft aifé de voir que « fera la pro- 
jeâion du pôle P > & g fera celle de l'extrémité G du 
diamètre GL du cercle à projetter : mais à caufe de 
Tangle droit GCP,l'angle GCA eft complément de Tan- 
gle âCP qui défîgne l'élévation dii pôle fur le plan de 
projedion. D'où il fuit que la diftance C^ de la pro-«; 
jeâion du poleP d'un grand cercle C , eft égale au cofî- 
nus de l'élévation du pôle fur |e plan de projetftion ; ou; 
ce qui revient au même, au finus de l'élévation du cercle 
à projetter fur le même plan de projeétion ; & le. demi 
petit axe de l'ellipfe qui eft la projeélion de ce cercle , 
«ft égal au finus de l'élévation du pôle fur le pian de 
projeûion. C.Q.F.T.icD. 

P ROBLEME VIII. 

1^6. Trouver les dimenjîons de Vellipfe qui efi lapro" 
jeSion ortographique d'un petit cercle de la fphere. 
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Solution, 

Que la ligne MON reprëfentc le diamètre du petit 
cercle dont on demande la projeâion ortographique. 
Cette ligne MN étant perpendiculaire à Taxe Pp , le 
petit cercle Qu'elle repréfente fera parallèle au cercle GL 
dont Taxe eu Pp. Cela pofé , des points M , O , N foient 
abaiflees les oerpendiculaires Mm , Oo , Nn à la li- 
gne A^; il eu vifible que le point o fera le centre de 
Tellipfe qui doit être la projeâion du petit cercle MN 
parallèle à- GL, & que mn fera le petit axe de cette 
même ellipfe. Cela pofé , à caufe des triangles fembla- 
bles CP^, COo on aura CP : CO : : Cv : Co. c'eft-à- 
dire, le rayon ejl aujinus de la dijiance du petit cercle au 
grand cercle qui lui ejl parallèle^ comme lecojînus de la 
hauteur du pôle fur le plan de projeSion ejl à la dijiance Co 
du centre o de V ellipfe à décrire au centre C. Les triangles 
femblables GCg , MOR donnent auffi GC : Cg : : 
MO : OR ou om= on. C'eft- à-dire, lejinus total eji 
aujinus de Vélévation du pôle fur le plan de projeSion , 
comme le Jînus de la dijiance du petit cercle au pôle ejl au 
demi petit axe de V ellipfe à décrire , & dont le grand axe 
fera vifiblement égal à MN. On peut aufli trouver le 
point m, en prenant Cm égal au finus de la différence des 
arcs MG,BG. Ce qui fuffit pour décrire Tellipfe deman- 
dée. CQ. F. T. 

^pplicatien des derniers Problèmes aux projeâtions 
dont on fait ufage dans laThéorie des Eclipfes. 

197. La Terre étant à une diftance prodigieufe du 
Soleil, tous les rayons qui viennent de cet aftre à notre 
globe peuvent être regardés comme parallèles; Se fi Pon 
imagine un plan perpendiculaire au rayon mené du centre 
du foleil au centre de la terre , ce plan qui coupera la 
fphere en deux parties égales ^ repréfentera le difque de 
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ïa terfe applatie vu du foleil ; il fera auflî celui qui fépare 
Phémifphere éclairé de Phémifphere obfcur ; & enfin 
tous les points de Phémifphere expofé au foleil feront 
projettes ortographiquémeht fur ce même plan. Cela 
pofé; fiP,p repréfentent les pôles du monde, la ligne 
GL défignera Péquateur ; le petit cercle MN fera un 
parallèle dont GM eft la latitude Géographique. Le cer** 
cle ABab fera le cercle que les Aftronomes appellent 
méridien uhiverfel , la ligne BC défignera le rayon qui 
Tient du centre du foleil au centre de la terre , & par 
éonféqueht l'ârc BG fera la déclinaifon du foleil. La 
ligne AC^ fera une ligiie perpendiculaire au plan du cer- 
cle Bcb y fur laquelle fe projette l'axe de l'écliptique 
aux folftices , & qui fait avec ce même axe un angle 
égal à l'obliquité de l'éclîprique aux points équino- 
xiaux. ACa repréfentera le cercle fur lequel tous les 
points vus du foleil fe projettent ortographiquement : 
àP fera la hauteur du pôle fur le difquê éclairé ; qui eft 
égale , comme on Iç voit , à la déclinaifon du foleil. 
D'après toutes ces définitions , fi l'on veut tracer Tel- 
lîpfe qui eft la projeftioîi du parallèle MN , il eft évi- 
dent que le problême eft précifénient le même que nous 
venons de réfoudre au dernier article ; & les âhalo- 

fies que nous avons dotinées pour trouver le centre o 
e Pellipfe à décrire & fon demi ^pent axe fe réduiroiit 
aux deux fuivantes : Le rayon eft au fînus de la Idtituds 
géographique du parallèle , comtne le cojînus de Id âécU-^ 
ftàifon du foleil eft â la diftance Co; & enfuite ie Jînus^ 
total eft aujînus de la dééUnaift)n du foleil, comme le 
cofinus de la latitude géographique du parallèle eft an 
demi petit axe de Vellipfe qui eft la projeêlion de ce même 
parallèle. 

ïp8. Comme ccsfolutîons graphiques fe rencontrent 
fouvent datis PAftronomie , particulièrement dans la 
détermination des palfages des planètes fur le difque àw 
folçil, j'ajouterai ici k manière d^ tracer fur le difqiie* 

Gî; 
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éclairé le parallèle d'un lieu dont la latitude ëft connue j 
d'après ce que nous venons de démontrer. 

Soit AGa Q ( jîg.20) le cercle fur lequel fe doit faire h 
projeftion. Par unpoint A quelconque de la circonférence 
fbit mené le diamètre Aa , & foit pris de part & d'autre 
de ce point les arcs AP^ Ap égaux à la déclinaifon du 
foleil pour le temps où l'on demande la projeétion. Soit 
tirée la corde Pp qui coupera le diamètre Aa dans un 
point ^; ce point fera vifiblement la projedtion du pôle P. 
ooit auflî mené au point P le rayon CP, auquel on élè- 
vera le diamètre iECQ qui lui foit perpendiculaire » & 
qui repréfentera Péquateur; des points Q,iE on pren- 
dra les arcs ML , QI égaux à la latitude du lieu ; vers A, 
fi elle e(t de même dénomination que la déclinaifon du 
foleil, & l'on tirera la corde LI, qui coupera le àh^ 
mètre P/ dans un point K, par lequel on mènera H& 
parallèle à Pp ; ce qui donnera le centre de Pellipfe à dé- 
crire en O. Enfin Ton prendra CN égal au fînus de la 
différence des arcs AP , ML, & ON fera le demi petit 
axe de Pellipfe demandée, dont le grand axe Mm eft 
égala Li ; ayant de plus pris 0/z=ON, fur les axes Mm^ 
N/z , on décrira une ellipfe MNmn qui fera la projec- 
tion du parallèle donné pour le jour où la déclinaifon 
du foleil efl égale à Parc AP. Cette ellipfe étant tracée 
touchera le cercle AGaQ dans deux points G , I : fi l'on 
tire la ligne GI qui fe trouvera perpendiculaire au 
rayon CA ; l'arc GNI réduit en heures , minutes & fé- 
condes de temps , défignera la durée du jour pour le 
parallèle au temps où la déclinaifon efl égale à Parc AP. 

ipp. On peut auffi trouver aifément fur le même 
plan la projeélion de l'équateur. Pour cela , des extrê-. 
mités ^,Q du diamètre -£Q qui repréfente l'équateur; 
on a'a qu'à abaiflèr les perpendiculaires MS , Qf , & 
fur les axes Bb^Ss décrire Tellipfe BSbs qui fera la 
Çrojeftion de Péquateur terreflre vu du foleil au temps 
:4^lz déclinaifon efl égale à l'arc AP« 
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'200. Enfin l'on peut encore trouver fur le même 
plan la projeftion de l'écliptique , ainlî que les points 
équinoxiaux. Pour y parvenir , on fera réflexion que 
Taxe de Téquateur faifant toujours avec Paxe de Uéctip- 
tique un angle égal à l'obliquité de PécRptique ; le 
pôle P décrira autour de l'axe de Pédiptique la circon- 
férence d'un petit cercle , dont le rayon eft égal au finus 
de cette même obliquité , lequel petit cercle eft la- bafe 
d'un cône dont la hauteur eft égale au cofinus de cette 
même obliquité, qui eft auffi l'axe de l'écliptique. Cela 
pofé, pour avoir cet axe; fur la ligne C^r comme diamè- 
tre, on décrira un demi-cercle CV'»,dans lequel on 
înfcrira une ligne CV égale au cofinus de l'obliquité de 
l'écliptique ; & tirant la ligne VCr,on aura vifiblemenc 
taxe de ce même grand cercle. Dé plus k caufe que le 
foleil eft toujours dans le plan de Técliptique , il eft 
vifible que ce grand cercle doit être repréfenté par une 
ligne droite ; tirant doncECT perpendiculaire à Taxe 
RCr de l'écliptique , cette ligne fera h projeftion de ce 
cercle, & lès points Y , ^ où elle coupe l'eîlipfeBSte, 
feront les points équinoxiaux. Enfin fi paf le point Y oa 
fait pafler l'ordonnée /yF perpendiculaire- au^ametre 
Bfr, elle déterminera l'arc oF égat à Tafccnfitm droite 
du fokit; & fi l'on meneencore par le même point la 
ligne YD,quifoit perpendiculaire au diamètre ECT,l'arc 
rD fera la mefuf C; de la longitude du foleil. On pour- 
roît auflî trouver avec la même facilité l'apparence des 
points folftitiaux»fur l'équateur &fur Técliptique. Mais 
nous n'infifterons pas plus long-temps fur cette-partie, 
il nous fuffita de faire voir avec- quelle facilité on peut 
appliquer les projeétîons ortographiques aux principaux 
problêmes de l'Aftronomîe fphérique. Nous obferve- 
rons encore que l'on ne s'eft pas formé de ces conftru- 
ftions une idée aflfezjufte parmi quelques Aftronomes. Les 
uns rejettent abfolument ces conftf uftions comme trop 
peu exaftesj^ les autres les employent avec trop de 

G iii 
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confiance. L'ufage qu'il nous paroît qu^on en devroît 
faire , c'eft celui qu'on fait en général de toutes les 
figures de Géométrie qui ne fervent qu'à guider Pefprit 
dans la recherche des formules numériques que l'on peut 
trouver , en appliquant à ces conftruftions l'analyfe al- 

Ïébrique ou les règles générales de la Trigonométrie. 
)ans cette vue nous ajouterons encore quelques corol- 
laires fur les problêmes précédents pour mieux éclaircir 
la Théorie des projetions. 

Corollaire I. 

aoi. Il fuit du dernier problçme que pour déterminer 
fur une ellipfe quelconque qui eft la projeélion d'un 
grand cercle un arc d'un nombre quelconque de degrés 
en commençant d'un point donné fur cette ellipfe i il 
n'y a qu'à abaiffer de ce point une perpendiculaire au 
grand axe prolongée jufqu'à la circonférence du cer- 
cle décrit fur ce grand axe comme diamètre j & enfuite 
prendre fur la circonférence de ce même cercle , en 
commençant du point ou cette ordonnée coupe la 
circonférence , un arc égal au nombre de degrés don- 
nés; puis abaiffer de fon extrémité une nouvelle or- 
donnée au grand axe de l'ellipfe , laquelle déterminera 
fur la circonférence de l'ellipfe un arc du nombre de 
degrés donné, (fig. 21). 

Corollaire II. 

202. Si l'arc donné eft de 5)0°; ayant abaiffé du 
pqint donné une perpendiculaire à l'axe de l'ellipfe, on 
prendra fur le même axe de l'autre côté du centre une 
ligne égale au finus de l'arc entre l'extrémité de Taxe 
la plus proche du point donné , & la perpendiculaire ou 
l'ordonnée qui paffe par le point donné* Par exemple , 
pour déterminer un arc de po<* fur l'ellipfe ACda à 
partir du point C, on n'aura qu'à prendre la ligne Gk 
égale au finus lll de l'arc Al =3 AC , terminé à l'or- 
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dominée qui paiTe par le point donné , & enfuite par le 
point A^ ainfi déterminé, élever la perpendiculaire xl^ qui 
donnera fur cette ellipfe Parc C^ de po®. De même 
en prenant fur le demi grand axe Gb de Tellipfe BCfr 
la ligne G^ égale au fînus /X de l'arc BF= BC , & 
élevant la perpendiculaire ff^^ on aura fur cette même 
cUipfe Parc Cf de poo. 

Corollaire III. 

2^03. Il fuit , de ce qui précède , qu'il eft préfente- 
ment fort aifé de trouver fur le plan du cercle ABR^r 
la mefure de l'angle C ou BCA; car un angle fphérique 
quelconque ayant pour mefure l'arc de grand cercle 
Compris entre fes côtés & décrit de fon fomm.et comme 
pôle , il eft vifible que tout fe réduit à tracer Pellipfe 
Qgq qui eft la projeftion du grand cercle dont le 
pôle eft en C ; ce qui fe fera de la manière fuivante.. 
Ayant tiré par le point C & le centre G le diamètre 
PCGp , on lui mènera par les points G , C les perpen-* 
diculaires QGq , G'Cg'; enfuite on prendra fur Gp une 
partie GS égale à G'C qui eft le finus d'élévation àut 
point C fur le plan de projeâion ; & cette ligne fera 
le demi petit axe de Pellipfe qui eft la projeftion du 
grand cercle dont le pôle eft en C. Donc les points l\f^ 
où cette ellipfe coupe les ellipfes Ada , Bnb détermi- 
neront Parc p V dont le correfpondant ^ fur le cercle 
ABRr compris entre les ordonnées yK , 0* fera la me- 
fure de l'angle en C. 

Corollaire IV. 

204.11 eft encore aifé devoir que pour trouver la me- 
fure de l'angle en C, on n'a pas befoin de tracer Pellipfe 
qui eft la projeôion du grand cercle dont cet angle efl le 
pôle. Car ayant déterminé comme ci-devant les points 
V^f fur les ellipfes ACa, B/zt ; fi de ces points Ton 
abalife aa diamètre QGq perpendiculaire à GCP > les 

G iv 
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ordonnées Va ,/^o ; leurs prolongements jufqu'à la cir- 
conférence du cercle ARar détermineront l'arc ^ égal 
à la mefure de l'angle en C. 

Problème IX. 

20y. Trouver fur lafurface du cerckABRr, lo, la 
projeBion de Varc AS'abaiffe de V angle A perpendiculai-' 
rement au côté oppofé BC ; 2% la grandeur des fegments 
BS^. C^du côté BC; 3^, les fegments de V angle BAC; 
4°, la valeur de la perpendiculaire A<r. {Jig. ai )• 

Solution. 

Puifque Parc dont on cherche la projeftion , appar-* 
tient à un grand cercle de la fphere qui pafle par le 
point A, il eft vifible que la ligne AG^ fera le grand 
axe de rellipfe qui doit en être la projeétion. De plus , 
à caufe que ce cercle eft fuppofé perpendiculaire au côté 
BC , il doit pafler par le pôle de ce même arc BC , & 
par conféquent l'ellipfe demandée doit aui& pafler par la 
projeftion de ce pôle. Or en prenant fur le rayon Gm 
une partie GZ= N/i, le point Z fera le pôle de l'arc BC 
( ^^* 'P j) î do'ic ce point fera un de ceux de l'ellipfe 
à décirire. Je mené donc par ce point Z une ligne ZÇ 
perpendiculaire au diamètre A^, & je la prolonge jufqu'à 
ce qu'elle rencontre le cercle ARar en un point 9. Je 
prends fur RG une ligne Gp quatrième proportionnelle 
aux lignes 6 ^, ^Z, RG; & je décris fur les demi-axes G A 
& Gp l'ellipfe AS'ûa qui eft la projeôion demandée du 
cercle perpendiculaire à BC. C. Q. F. i^ T. 

2°. Par le point «T où cette ellipfe coupe le côte BC, 
je mené la perpendiculaire v^apt au rayon GB, & les arcs 
F/4, , BfjL font les fegments du côté BC. C. Q. F. 2^7. 

5 S Si par le point p on élevé la perpendiculaire po-au 
layon GR, les arcs R<r, Dit feront les mefures des feg- 
ments BA<r, CM de l'angle BAC. C.Q.F. 3% T. 

4®. Enfin fi^par le point J'en tire lordoimée i^fn 
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perpendiculaire au rayon G A , Parc A» fera la valeur de 
la perpendiculaire Af. C. Q. F. 4®, T. 

Premier Scholie. 

ao6. Si l'on demandoit de déterminer la projeâion 
du cercle qui divife l'angle BAC en deux également , on 
la trouveroit par une conftruétion abfolument femblable; 
en prenant fur le rayon GR une ligne Gk égale au 
cofinus de la moitié de l'angle BAC ; & décrivant une 
ellîpfe fur les demi-axes G A & Gk : on voit de plus 
que la conftruâion expliquée au n^, 202 , donneroit de 
la même manière la iblution du problème^ en fuppo- 
fantque Ton ait abaiflfé une perpendiculaire de l'angle C, 
fur le côté AB prolongé autant qu'il feroit néceflfaire. 
Enfin l'on voit dans la conftruttion du dernier pro- 
blême que Parc Rfl eft égal à l'arc A<r perpendiculaire 
au côté BC j à caufe que les arcs AR^ hS de 90^ chacun 
ont une partie commune f>R. 

Second Scholie. 

207. Cette conftruftion nous conduit naturellement 
à une démonftration fort fimple & fort élégante d'une 
des fameufes analogies de Néper, telle à peu près qu'elle 
fe troave dans fon Traité intitulé Logarithmorum mi» 
rifici Canonis ConJiruSio. Ayant déterminé toutes les 
parties dont on vient de parler par la méthode que nous 
venons d'expliquer, foit élevée à l'extrémité A du diamè- 
tre Aa la perpendiculaire indéfinie AA(Jîg.22); il eft clair 
que fi du point B comme pôle on décrit fur la furface 
de la fphere un petit cercle dont le rayon circulaire 
foit égal à l'arc BC, ce cercle paflera par les points. 
L, C, c, I: De plus foient encore menées par les 
points C, c les droites FC/, ^aco parallèles à la tan- 
gente AK ; il eft vifible que l'arc A/ fera égal à l'arc AC, 
&que Ao fera égal à Tare Ac qui eft la différence des 
fegments AcT, JC formés fur ce même côté AC par la 
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perpendiculaire B«r. Cela pofé , fi Ton tîre encore du 
point a par les points L, !>/, o » les droites oLa^ alXy 
afKyUok prolongées jufqu'à la tangente Aa; il eft 
aifé de voir que les quatre points A, x,K, k appar- 
tiennent ii la circonférence d'un cercle décrit fur le plan 
repréfenté par Aa , & tangent à la fphere en A , le- 
quel cercle eftla bafe d'un cône oblique qui a fon fommet 
au point a. Pour le démontrer , il fuffira de prouver 
que la fedlion du cône qui auroit pour bafe le cercle dé- 
crit fur le diamètre l L par le plan Aa, eft anti-parallele à 
cette même bafe ; car on fait voir dans tous les traités 
de feûîons coniques que Cette feftion eft un cercle. Or 
c'eft ce qui arrive ici. Car l'angle Aaû étant formé par 
une tangente & par une corde , aura pour mefure la 
moitié de la différence des arcs AFa , A/L compris 
entre fes côtés ; mais AL =AI , donc AF^ — A /L == 
AFtf — AFI=flI=flL ; or la moitié de ce dernier arc eft 
précifément la mefure de Pangle 4Z I L ; donc les trian- 
gles ^zZ L , ^ A A font femblables ; donc le cône eft coupé 
anti-parallélement à fa bafe , & par conféquent le cercle 
décrit fur IL fera projette en cercle fur le plan Aa ; 
donc enfin les fécantes intérieures donneront ÀK : Aa :: 
Aa : Ak , c'eft- à-dire , la tangente de la demi-hafe AC 
eft à la tangente de la demi-fomme des côtés AU , BC; 
comme la tangente de la demi* différence des mêmes côtés 
ejl à la tangente de la demi-différence des fegments de 
cette même bafe. 

Pour fe convaincre de l'identité des deux dernières 
proportions , on fera attention que fi l'on regarde le 
4iametre Aa comme rayon , les lignes dont on vient 
de parler, feront les tangentes des angles au points. 
D'ailleurs ces angles Aax , Aak , AaK , AaA ayant 
leur fommet à la circonférence du cercle ALa , ont 
pour mefure la moitié des arcs compris entre leurs côtés. 
Or l'arc A/ par conftruélion eft égal à la bafe AC du 
triangle fphérique BACj Tare AL eft égal à la fomme 
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fles côtés AB +BC , & Aï eft égal à la différence des 
mêmes cotés ; enfin puifque les arcs Ac , Ao font d'uu 
même nombre de degrés étant compris entre plans pa- 
rallèles A A , nvo , il eft clair que Ao fera la différence des 
fegments de la bafe. C Q. F. D. 

Troisième Scholie. 

208. On voit par ce qu'on vient de démontrer que 
nous avons employé ici deux projetions ; l'une ortogra- 
pbique de toutes les parties du triangle fur le plan du 
cercle ALa ; l'autre fur le plan repréfenté par AK , 
dans laquelle on fuppofe l'œil placé au point a , qui 
peut être pris pour l'un des pôles de la fphere j ce qui 
a fait nommer cette efpece de projeâion, prcjeSion 
polaire ; laquelle a beaucoup d'analogie avec les pro- 
jedioTïsJlréréographiques dont on fait un grand ufage dans 
les Cartes Géographiques , & ne diffère de ces projec- 
tions 5 qu'en ce que dans ces dernières l'on fuppofe l'œil 
à un point quelconque de la furface de la fphere ^ & 
l'on imagine que la projeftioçi de l'hémifphere oppofé 
fe fait fur le plan du grand cercle prolongé autant qu'il 
eft néceflàire , & perpendiculaire au rayon mené du 
centre de la fphere.au lieu de l'œil fur la furface fphé- 
rique. L'avantage de ces projetions vient de ce qu'elles 
ont la propriété de donner toujours des figures fembla- 
bles à celles qu'il s'agît de projetter , & par confé- 
quent de repréfenter fur un plan la Carte d'un pays par 
des figures femblables à celles qu'elles forment fur la 
furface du globe. 

Cette propriété importante eft une fuite néceflaîre de 
ce que les cônes de projetions font toujours coupés an- 
ti-parallélement par le plan de projeftion. Ceux qui 
veulent étudier à fond cette partie , peuvent recourir 
à l'ouvrage du Père Tacquety ainlî qu'aux Traités d'Op- 
tique du Père i" Aiguillon. Nous ajouterons encore ici 
U problême fuivant qui donne une folution exuêmement 
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fimple de plufîeurs cas des triangles fphériques y 8c qui 

cil une nouvelle efpece de folution graphique» 

Problème X. 

!20p. Connoijfant Us trois côtés Sun triangle BAC 
trouver un angle quelconque de ce même triangle par le 
développement de fes parties , ( fig, 23 ). 

Solution. 

Sur un cercle quelconque BAC , on prendra les trois 
arcs ABy AC& B(/ rerpèâivement égaux à chacun des 
c6tés du triangle à réfoudre. Enfuite ayant tiré le 
rayon GA , fi c'eft Tangle A qu'on veut avoir , on lui 
mènera la tangente dAD terminée en ^ & D par les 
prolongements des rayons GC & GB. Sur le rayon G(/ 
prolongé , autant qu'il fera néceffaire, on prendra une 
ligne Gi' égale à la fécante Gd du côté AC; enfin des 
points D , A comme centre avec les rayons Dd^ Ad, 
on décrira deux arcs de cercle qui fe couperont dans un 
point <r , & donneront l'angle «TÀD égal à l'angle A 
du triangle BAC. On trouveront par une conftrudlion 
femblable les deux autres angles du même triangle. 
De plus il eft vifible que cette fiJution porte avec elle 
fa démonftracion ; car les deux lignes AD , Ai ou AJ" 
étant les tangentes des arcs AB , AC , & par conf- 
truâion perpendiculaires à Vinterfeélion commune AG 
des plans B AG , GAG , l'angle qu'elles forment , lorf- 
qu'elles font terminées par la ligne Di^=:Dd^, eft 
vifiblement égal à l'angle en A du; triangle BAC: 
C Q. F. r. & D. 

Corollaire L 

aia II eft aifé de vcnr qu'on pourroît faire ufagc 
de cette conftrudlion pour réfoudre un triangle dont on 
auroit les trois angles , en appliquant cette folution 
i un triangle dont toutes les parties foroient fupplé* 
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ment de celles du triangle à réfoudre ( n^. 131). 

C0ROLI.A11VC II, 

211. n n'e{l pas moins évident qu'on pourroit (aird 
uiàge de cette confiru£tion pour réfoudre un triangle, 
dans lequel on connoîtroit deux côtés & Fangle corn-' 
pris. Car ayant fait les arcs AB , ÂC refpe^vemenc 
égaux aux côtés de l'angle donné , & tiré les tangen*- 
tes AD, Ai terminées aux rayons GB & GC pro^ 
longés , autant qu'il feroitnéceflaire; il n^ auroit plus 
qu'à faire ]'angle DA<r égal à l'angle donné , & rirec 
DcT, après avoir pris A J'égale la tangente Ai. Enfin des 

Joints G , D comme centre avec les rayons Gi'= Gi,- 
)i^=:D<r on décriroit deux arcs de cercles qui par leur 
interfeâion détermineroient un point i'j duquel menant 
au centre G le rayon d!G^ on auroit l'arc B</ égal au 
troifîeme côté, & par le moyen duquel on ttpuvçroit 
les autres angles* 
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CHAPITRE QUATRIEME. 

De la Réfoluùon analytique ou algé- 
brique des Triangles Jphériques 
quelconques. 

Avertissement. ' 

X ouâ les calculs quô nous aurons i faire dans ce 
Chapitre 9 étant appuyés fur les conftruâiohs expliquées 
au chapitre précédent , il eft abfdlumeîit néceflaire de 
les avoir bien entendues^ D'ailleurs 5 pour ne pas rendre 
ces calcula trop difEcilês p0Ur \tt Commençants par la 
variété des fîgnes , nous les appliquerons à la figure 17, 
dont toutes les parties feront défignées comme on le 
voit dans la table fuivante. Si quelques termes viennent 
à changer de fîgnes en faifant l'application de ces for- 
mules à d'autres triangles y cela avertit que les angles 
que nous avons fuppofés aigus ou obtus y deviennent ob- 
tus ou aigus y ou que les mêmes changements ont lieu 
fur les côtés. 

Soit donc pour chaque partie du triangle BAC, en 
fuppofant toujours le finus total == r. 

Sin AB=BK==tf. Sin ABC=N/2=m. 

Cof AB=GK =i. Cof ABC=Gn=n. 

Sin BC=FXou/X=c. Sin BAC=Dd=;?. 

Cof BC==GX =e L Cof BAC=Gi = q. 

Sin AC==LH ou ZH=/. Sin ACB=&=^ = ''•^. 

Cof AG==GH ^g. 0>fhQ^^k;J^':£z!iX: 



ff 
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Les conftruôions expliquées au (n^.i<Ji] donneront 
de plus les valeurs fui vantes des lignes CX , C/, &c. 



ar ^^r en 



rang AB = j CX = ^ 

Tang BC = ^ C/ =c—'^ 

Tang AC=-^ CF = c4-^ 

Tang B :=2r CH=-^ 

^ n r 

Tang A =^tL cL=/+^ 
Tang C ^!tL ci =/— ^^ 

Pour une plus grande commodité^ & afin de ne pas 
confondre toutes ces dénominations , il efi à propos de 
les relever toutes fur une feuille volante , & Ton ne fera 
point obligé de retourner fans ceflfe à cette Table > afia 
d'y retrouver Texpreffion analytique de chaque ligne» 

Pkobleme I. 

212. Trouver le rapport entre les Jînus des angles 6*- 
les Jînus des côtés , pour un triangle Jphérique quelconque* 

SOLLUTIOK. 

A caufe desfécantes/F, IL intérieures au cercle, on* 
aura CF x C/= CL x Cl; ou , ce qui revient au même, 
/X^— CX^= ZIP— CH* i & fubftituant à ces quan- 

tirés leurs valeurs algébriques, on aura c*-^ ss=/*— 

i-i- ou cV* — c^n^=sf^r^—^Pq^; mettant m* à la place 

de r* — n^ Se p^ pour r^ — q^, on aura c^m^ssPp^^ & 
tirant les racines de chaque membre , puis les mettant en 
proportion , on aura c :f : : p : m ; c'eft-à-dire , 
Jm BC :fm AC ; :finBAC :finABC On voit donc 
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que dans un triangle fphérique quelconque les fînus des 
angles font entr'eux , comme ceux des côtés oppofés. 
CQ.F.r. 

Problème IL 

213. Connoiffànt deux côtés & Vangle compris ^ trou-^ 
ver i^y un angle quelconque ; 2^ le troijîeme côté. 

(fig-i7-) 
Soient ÂB & AC les côtés connus avec l'angle BAC 

compris entre ces côtés } & cherchons d'abord l'angle B. 

A caufe des triangles femblables GKB , GHO , on aura 

GK ; KB : : GH : HO; ou fc : ^ : : g : ^^î de plus on 

fa 

a par conftrudtion Gr:Gi:: ZH: CH ; our : q: : f: -^y 
donc CO ou CH -4- HO ==Ù + !£ ; encore il eft 

vifible que l'angle OCX du triangle reôangle CXO eft 
égal à l'angle AGB ; or on a dbns ce même triangle 

CXO, R : cofin AB : : CO : CX. DoncCX =^Iî 

•4- — • Enfin à caufe que les lignes /X , CX ; MG , nG 

font proporrionnelles par conftruétion ( n^. idi ) on 
aura /X : CX : : MG : nG, ou analytiquement c = 

Û(n^2i2) : t:^-»-fS::r: n; d'où Ton tire !i£ï^ ^ 

m ^ rr r m 

— -ï-^g> ce qui donne 2.—. ^r^ — , & divifant 

r "^ ^ n bfq-^agr . 

les deux termes de la fraftiôn qui eft le fécond mem- 
bre de l'équation par/, on aura enfin ^-— — L£ — ; 

^ » bq-^agr> 

c'eft-à-dire, Mng B= — _ RRx>A / 

C F I® r JtnABxcotAQ^cofABxcojA 

a*». Pour avoir le troifieme côté BC , il n'y a qu'à 
regarder le finus de ce côté comme inconnu , en met- 
tant c au lieu de ^ dans l'équation--:^ .^aszs: ^ 

ce qui 



**fc qui donnera c =5 1? -H— , d'oà l'on tSrè ffn BC 

cofACxfinAB co/ABx.o/-A x>AC 

CûROlLAtRB. 

214* Il eft aifé de voir que félon les côtés que l'on 
fuppofefà connus avec Tangle compris ; on trouveroît 
pour chaque angle des formules femblables à celles que 
«bus avons trouvées pour l'angle B ^ ainfi Ton aura les 
formules fuivantes. 

^ fin AB X tfo^AC -f- cofAE x cof A 

RR xjîiiC 



/» BC xcoi AC -4- ctf/ BC X cofC 
RKxJtn 
X co^ AB -f- 
RR xj?» B 



3»n£ C— RRx>A 

' * y?» AC X cot AB -f- co/AB X cof A 



fin BC X rw AB -+• co/BCx co/B * 
r A RRxjFitC 

itfng ^ = j^f AC X cof BC 4- co/A C X cofC 

RRx7i»B 

fin AE X cof BC H- ccf AB x<ofB* 

On doit remarquer que la plupart dé cas formules 
changeront de figné, fui van t les différentes combinaîfons 
des ^angles aigus ou obtus ; ainfi lorfqu^on voudroit ert 
Élire l'application à quelque cas particulier , il faudroit y 
avoir attention. Par exemple , fi l'on cherdie Pangle B 
du triangle BAC i^fig. i8.) dont on fuppo{ê4es cotés 
AB, AC connus avec l'angle A qu'ils comprennent, on 

trouvera comme dans la figure 17, HO = — > CH >= 

^;maîs CO eft égal à HO— CH. Ainfi la tangente 

fie l'anglç B devient =: — — ^^^•^%'l, rr • 

^ finABxcçtAQ'^ccfABKcofA 

H 



1 
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Pareillement le terme c^/ AC x cofA deviendroît né^ 
$if dans la formule qui donne la tangente de C» 

Problbhe m. 

aiy. Suppofant Us mêmes données qu^ au problème pré* 
cèdent , il faut trouver le troijîeme côté indépendamment 
des angles adjacents à ce côté. 

Solution: 

Pour la facilité du calcul 5 nous fuppofèrons que les 
deux côtés connus font AB & ÎSC , avec Pangle B 
qu'ils comprennent (jfg. 17 & 18 ). Il eft vifible que 
tout fe réduit à trouver le linus IH ou le cofînus GH du 
côté AC. Cela pofé dans le triangle redangle CXO ; 

l'on a cof AB :Jm AB : : CX : XO oui :a : : 1? : 
-^ ; donc GO ou GX«-|- XO =3^4^ — . EnÇn au 

triangle reftangle GHO , l'on a R : cof AB : : GO : 
GH ; & m*etta,nt les valeurs algébriques ^ r ;b ;:d-jr 

îfl.^^^ = co/AC^ CQ-F.r. 
h: r -^ rr 

COKOXLÂIRE L 

2 1(?. Donc en général dans un triangle fphérique 
Quelconque , pn aura les formules fuivantes pour trou- 
ver un côté quelconque , lorfque l'on connoit les deux 
autres j & l'angle compris* 

r> rhn ircofBxfin ABxfin BC-f-Rx cofAB x cofBC 
C^/AC— ^^r-. ^ 

^ CKti +co/Cxjî«ACx^»BC-»-Rxco/ACxco/BC 
C?/AB=- . j^j^ .. 

^ rxïn '^csfAxfin AB xfm AC -#- R x cofAB x cofAC 
COB OLE AI RE IL 

317. Il fuit de ces forjaulcs que fi l'on nomme y 
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le fiiiuS-verfe d'un angle quelconque C ; on aura V = 

R-x^./(BC-AC)-ro/AB ^ Pour Je démontrer , dans 

fmACxfmBC 
Texpreflion de cofAB trouvée au dernier corollaire , il 
n'y a qu'à mettre R — V i la jilace de co/C, & Pon aura 
cofAB X RR == cof AC X cofBC x R +fin AC xJînBC 
^K^finAC xfinBCxVi maÎ8(no. 24.) cof AC 
X cof BC ^fm AC X yFn BC = R X cof( BC— -AC ); 
donc en fubftituant cette valeur après les rédudlions or- 

dinai res , on trouvera V = ■ ■ ^^ ^ ^ — =3. 

zRxrd/(BC-AC)-.iro/A'B fin AC x finBC 

■ /» TiA A^v 7757^-^^N j en mettant pour/n AC x- 

T^Ti BC & valeur déduite de ce que l'on a démontré au 
o^. 26. 

C0J10£LAI&8 IIL 

21 8. Si dans le numérateur .de la première valeur 
de V à la place de cof (BC ^ AC) — cofAB , l'on 
fubftitue fa valeur tirée de ce que l'on a démontré 
au n<>. 58. On aura cette nouvelle expreffion .... 
^_ 2Rx(>C|AB-f'^BC-|AC)x/»C|AB.4-iAC->fBe» . 

fmACxfmBC ' ^ 

& parce que Ton a fait voir (p9.22.) quejzfu verfc d'un.an- 

^ '^ *" ^ on aura par cette dermere fublbtution 

Sm^iC=: RRx>V z ;^>V X J ^ 

fmACxfmBC ^ ^ 

& tirant les racines 

J/' /AB+BC+AC ^^v ^ /AB-#-AC4-BC „^\ 

f/jî«ACxjî»BG . 
qui eft la formule que nous avons déjà trouvée dan$ le 
lecond Chapitre pour avoir un angle quelconque d'un 
triangle dont on connoît les trois côtés ; ce qui fait voir 
comment on peut découvrin^ toutes les formules en ufage 
par Fanalyfe algébrique, JH i] 
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S C H O L I H. 

lâip. SuppoÊini toujours que l'on connoic les deu< 
côtés d'un triangle & Pangle compris , on pourrok cher- 
cher le troifîeme côté par fon nnus. Ainfî connoiflant 
les côt^s ÂB 9 ÂC du triangle BAC avec l'angle A 
qu'ils comprennent > on pouroit demander le finus du 
icroifîeme côté BC 5 & l'on trouveroit 

c « ^i'fr-^-"'f^V^-''^'r^+fTr^ - exprcffion, 

comme l'on voit y trop compliquée pour en faire ufage 
dans la pratique des calculs. 

Problème IV. 

aao. Connoijfant deux angles fur un côté , trouver 
1^, un côté quelconque ; 2^, le troifiemè angle. 

SoLUTlONé 

Soit AB le côté donné avec les angles A & B fur ce 
côté; & foit AC l'un des côtés que Poh demandé dont 
lu faut par conféquent regarder le finus ou cofînus comme 

ônconnu. J'aurai d'abord /X ou /?« BC =îi (no.21 1.) 
je cherche enfuîtc l'expreflion de HO par cette analogie 
ro/AB:/nAB::GH:HO,oufr:tf::g:^=HO* 
Nous avons auffi CH ==-^; donc CO = HO h- CH 
C/éf« 17 & 18) =i^±i<î; maïs au triangle rec- 
tangle CXO , l'on a R : cof AB : : CO : CX, & en met- 
tant les valeurs analytiques la proportion deviendra • •• 

r: i ::i2s.â[:f?^.^if =a ex ; enfin à caufe des 

b .— r r — rr , * 

lignes proportionnelles MG, 12G ; /X, CX, on aura 
cette dernière analogie R : cofB : :Jin BC ou/X ; CX ; 

& par algèbre r:n:.:^ ; fE-f-^, d'oùl'on tire ^ 
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^^ag'^tÙly & par les réduftions ordinaîtes L ^-^ 

•^ — 3 — : c. à d. en fubftitîiantles iraleurs dfes lettres. 

■^ ' "^ ^* RRx/i»AB 

tangente ACs^ cothxfinA^cofABxçpfA^ 

Le figne a lieu lorfque Tangle A eft obtus , & c'eftle 

fisne -f- lorfque cet angle eft aigu. On trouveroit pa- 

•11 HTx R RxfaAC : 

reulement mngAB= ^ r i,— r^r^ ta * 

^ cot c xfin A 4- co/ AC x cofA 

& tans BC = — â — a p — ta b rô* C. Q. F.i^.T. 

" 2^ Pour avoir le troifieme angle C, après avoir 
trouvé, fua quelconque des deux côtés ; foit reprife Ter 

quatîon !tiLz=sag ^Jl.^ de laquelle foit tirée une 

valeur de II? => C, ce qui donnera t^^ri±^ 
À I7«r hAxcofB — cëfABxcûfAyçfinB ' r o F lo r' 

^">^=-:7?Ac- -[^ RxcoTAC -;^-g-^'^'^- 

/ : Pr obxe mk V. , • 
' ^21. Suppofant les mimes donnéei qu'au prMémepré^ 
cèdent, troui/er h troifieme angle fans y employer di'autrcs 
exprejions que celks du c^té & des angles donnés. ^ 
Solution. 
Pour trouver plus aifément les formules dont nous 
avons befoîn , nous fuppoferons que les deux angles 
connus font A & C avec k côté AC; ainfi Pangle. B eft- 
celui qu'on demande , dont il faut par conféquent traiter 
le finus m & le cofinus ti comme inconnus. Nouspron* 
d'abord car la.propwrtipn^ connue entre les fmus des 
angles & ceux dçs côtés oppofés, fin AB ou BK = — 
icjîn BC ou/X = ^; cela pofé dans l e triangle GHO, 
Von ^eofAB.ifin hB:: CH ; HO o^l^r^rn^-r^':^^ : ; 
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ff : ^.- ; on auffi paf conftruâioQ K î eofA : l 

, fin AC: CH ou r : ç: r / -/-j = CH, donc C O =* 

HO -«-'CH«--tr==:i^;,&àcaufedutrian^ 
gle reâangle CXO, on a R : co/AB : : CO îCX/ & eni 

lettre s, r: ^ -. ^___i: , . „, i: 

/^ ^r-m--f-v- _ ç^,^ ^jjgj^ j^ ^yj.g jçj proportionnel- 

mrr 

les MG , nG ,/X, CX, on auraR : cofB : ;/X : CX,ou 
^:„ ::L^:/l^^/lV2i^^,d'où l'on tire cette 

équation ^=^ ^ ^ UVr^m^-f^h^ ^^^^ ^.j^J 

que membre par £, & fiiifant difparoître le radical» on 
^ur^p^n^'--'2pghn^g^h''=±:Ym^^'''—^ ; mettant en- 

Gore à la place de m* fà valeur r*— *«^ , & faifant at- 
tention que /^*-+- î^=:r^, on aura après avoir tout divifé 
parrnn*-.i££l2-»3^-£^_£^j enfin 

complettant le quarré fuivant les règles ordinaires des 
équations du fécond degré , on trouvera, après diffé- 
rentes réduftions & fubftitutîons , que l'équation dé- 

:vient «* ~ "7^ -+-^^. = ^, d'où l^on. tire 
*=*"77^ ^ V c^fft-à-dire, que ->;••;, 

Dn trouveroit de même que . . ^, ^ 

Coj L = -j^;^^ ^; ^:— & que 



Remarc^ue. 

Ori âùfoîtpuévîtér touà les calculs qtfer flous avons 
eu à faire pour réfoudre le dernier Probiênae , en fe 
fcrvatit d'un triangle dont toutes lès^ parties feroient fup-i 
plémeiïts' de celles du triangle BAC , &:app)iqfiant à 
ce triangle la formule de l*art. 21 y. pour en tirer par les 
fubftitutions convenables la valeur du cofinus de Pangle 
ehcrchéi mais j'ai mieux aimé trouver cette valeur di- 
reftement , pour faire entendre davantage ces fortes de 
folutions analytiques. 

Corollaire. 

_ , ^ , . ^ KK^Jln AB 

222. De la formule tang AC = . w r a — — Tzz — 7Z 
^ cotBxfinA + cofABxcêfA 

donnée au n^. 220. on tirera aîfément lès valeurs fui- 
vantes de la cotangente d'un 'côté quelconque,en renver- 

fant la fraâiion, & mettant* cot AB poùt ^f . \ & Ton 

..^ WBX>.A -. A"" TA 

trouvera caicAC=s: — 7-^^—- -f- cot AB x cojA =i 
cotBxfmC ' ^^ . _ 

Problème VL 

22 J. Çoiinoiffant deux côtés Sr Pun des angles' oppofés 
à ces côtés j trouver 1% V angle compris entre les deux 
côtés ; 2^, U côté adjacent à'V angle donné, (fig; 17). 

Solution. 

Soient AB & AC les côtés qu^on fuppofe connus^ 
avec Pangle B; oppofé au côté AC ; & que l'angle A 
foit celui qu'il faut trouver. Pour cela daios l'équation 

^i^ =s -^ ■4-'<^^ ( trouvéie aU n°. 220.) il faut cher- 

m r : ^ 1> 

cher une valeur de pou de ^ou de — qui font le finus, 

cofinus & la tangente de l'angle A, Pour une plus grande 
facilité , nous ferons la tangente 2. de Tangle B=5 1 $ 

»^ Hiv 
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celle —du côté AC == ^ , ce qui donnera d'abor<ï p •— • 

ti. as- -^ 9 OU en mettant V^rî^— p^ à la place de j, 

p— y==-, i. ; d'oi Ton. tire cette équation, du 

lecond degré p^- —: — 77—:=—: — ri rrrr r 

de laquelle il faut tirer la valeur de p. Le calcul fait , on- 
trouvera p =s — ^yj-t-gw-^gr ^ q^^ trou^ 

vera de même la valeur du cofinus de cet angle en éli'* 
minant p au lieu de 5' , & l'on aura cette égalité . . . 

aîfé de déduire l'expreflion analytique de la tai>gente. du 
même angle- C. Q. F. i^. T. 

a». Suppofant toujours que les côtés donnés font 
AB , AC avec Tangle B ; & qu'il faille trouver le 
côté BC , il eft vifîble que tout le réduit à trouver le 
fmus /X ou le cofinus GX de ce côté. Pour cela dans 

Péquation ?^ =- Jd -+. ag dont nous avons fait 
tn r 

wfage, je chafTe les inconnuesp &^ au moyen de leurs 
.valeurs ^& V^TTEE , dans lefquelles' c doit être 
regardée comme inconnue ; ce qui donnera r^. 

Il Vr^m^-c^f^J^ag, d*oi il feroit aifé de 

•valeur de c fuivant les règles ordinaires ; mais comme 
on arriveroît à une expreffion affez compliquée , il faut 
voir fi l'on n'en pourroit pas trouver de plus fimpîe en 
fuivant l'analyse indiquée par la figure 17, Celapofé,dans 
le triangle reftangle GXT, on aura co/AB:R::GX:GTj 

ou fc : r : : d: ^; donc TH =GH — GT=p g—^; 
le même triangle donne encore cof AB ; fm AB : ; 



mm 
tirer une 



GX; TX; ou^ :« : : d : ~;&àcaufe du tnanglè rec- 
tangle CHT , on zftn AB : R : : TH : CT, ou « : r : : 
g —îif . £. _£^. Donc CT 4- TXou CX =se _ 

lîl .^f-^aillii; enfin à caufe des ordonnées au 
cercle & à l'ellipfe GM ; Gn : :/X ; CX ; ou en lettres 
r : 7z : : j/'î^nTS.' ^-^^^ — ; d'où l'on tire fur le champ 

anj/^rr-'da' =^ g^^ — bdr; équation au çofinus de BC 
beaucoup plus fîmple que la précédente , & de laquelle 
on déduira d =s ^ — v r o -j^an r g . ^jj ^q^^, 

veroît de' même en réfolvant une autre équation du 

fécond degré que 

fin BC ou Ç - ^^'S±ir^}/'a^n^ ^ ^-r>-g^r> ^,,,V 

Pon tireroît auflî une valeur de la tangente du même 

côté BC. c Q. F. 2^ r. 

Problème VIL 

aa^r. Connoijfant deux angles &• Vun des côtés (fpcfési 
trouver i®, le côté adjacent ^ 2^, le troîjîemc angle g 
^^,letroifiemecôté.{Bg.i'7). . 

Solution, 

Soient A & B les deux angles connus avec le côté AC 
oppofé à l'angle B ^ & le côté AB eft celui qu'on veut 

trouver. Pour cela dans l'équation ^JlÎ--+* ag = i^ 

qui renferme toutes les données du Problême avec le 
finus a & le cofînus b du côté inconnu AB , il n'y a qu'à 
chercher l'une ou l'autre des quantités a Scb traitée 
comme inconnue. Et pour Amplifier le calcul autant qu'il 
fera poffîble ^ on divifera d'abord chaque mçmbre de 
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Péquatîbn par /, puis en mettant t pour la cotangentet 

^ du- côté AC, & s pour la cotangente ^ de l'angle B , 

écfaîfant lefinustotalégalà Punité, l'équation devien- 
dra bq -+- at =ps ou q y^TT^a =i ps-^at , d'cA Ton 
tire aifément en élevant tout au quarré, & réfolvant 
réquation du fécond degré 

fn AB ou a = f^'±iVrH^^tr^-fs^ , on trouve. 

rbît demême en éliminant a , & réfolvant une fembla-! 
ble équation du fécond degré 

cofAB ou * = fH^jzzL-l — LZllI — £ — ; on aura 

donc le côté AB parle moyen de ces valeurs, au moyen 
defquelles il feroit auffi facile.de trouver Pexpreflion 
algébrique de la tangente du nïême côté AB.CQ.F.i^.T. 
!2\ Pour trouver Tangle C , je fais attention que 
r.anglogie entre les finus des angles & ceux des côtés 

oppofés doi^ne JinC==^ -^r-; donc pour avoir Pexpref- 
lion du finus de cet angle en n'y employant que les 
données du problême, on n'aura qu'a multiplier le finus a 

cju côté AB par -j , ce qui donnera cette expreflîon 

3**, Enfin pour avoir le troifième côté BC, il eft vifî- 
blequHl n'y aqu'à fe fervir de Panalogîç drdfinaire , ce 

quidonnerâ>BC==:'^l^Sii^. C. Q. F. 3^^• 

Problème VIII. 
ilj*. Connoijfant les trois côtés d'un triangle quel^; 
conque^ trouver un angle quelconque du même triangle. 

Solution, 
. :Sohr€prifcPéquation CX=;^-y^ trouvée au Pro^ 
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blême VI. féconde Partie. La conftruftîon de la figure 
donne /X : CX : : MG : nG ; on aura donc auffi c s 

^^ — : : r : co/'B» ■ , & en fubftituant à chaque 

lettre fa valeur^ on trouvera pour un angle quelconque B; 

'' fin AB xfin BC 
j A r\ cofhC X RR - co/AC x co/AB x R 
de même cofA = J^ ■ ^^^ ...» • 

•^ fin ACx fin AB ^ 

f,rrrC— ^^/>^BxRR-'^^/ACxco/BGxR c. Q. F. ÎT- 
•' — fin ACx fin BC ^ 

Problème IX. 

2:^^. Connoijfant les ttois ^ingUs à^un trianglt fphir 
tique quelconque^ trouver un coté quelconque. 

Solution. 

En fuivant toujours Panalyfe que nous of&e la conf- 
trudlion de la figure 17, il feroit aifé d'arriver à une 
équation qui renfermeroit le cofmus d'un côté quel- 
conque» exprimé ou combiné avec les données du pro- 
blême; maïs au triangle DEF ( fig. 11.) dont toutes 
les parties font fuppléments de celles du triangle BÂC | 
& dans lequel on connoît les trois côtés , on auroit 

l'angle D cft fupplément du côté AB , & que les arcs 
fuppléments l'un de l'autre ont le même fmus & le même 
cofmus 9 on aura par les fuftitutions indiquées par la 

finB xfin A 

veroit de même cof AC = ^"/Ax.o/CxR-coy^xRR^ 

fin C xfin A 
pnBxfittC • ~ 
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Premier Scholie. 

2.2J. Si Pon compare le&folutîons des problêmes VI 
& VII , trfles que l'analyfe nous les a fait découvrir avec 
celles que nous avons aémontrées fyntétiquement dans 
le fécond Chapitre , on ne peut s'empêcher d'être frappé 
ëela difï&ehce prodigieufe qui fe trouve entre les unes 
& les autres; on feroit même tenté de croire qu'il y a 
quelque maladrefle dans l'analyfe algébrique , vu la 
complication des . expreflîons qu'elle nous fait décou^ 
vrir. Cette différence mérite d'être examinée avec fa 
plus grande attention , Se peut nous faire découvrir des 
vérités intéreffantes , qui pourroient avoir des applîca- 
tîohs utiles. Je remarque d'abord que lorfque je réduis 
le triangle BAC (J?g. i J.) en deux triangles rcéfcan- 
gles pour en trouver les parties j fi c'eft Tangle A que je 
cherche^ en fuppofànt les côtés AB, AC connus avec 
Fun des angles B oppofés à l'un des côtés connus » les 
Opérations indiquées fur la table générale des triangles 
obliquangles me font trouver cet angle par portions , 
en me donnant la cotangente delà première partieBAD 
& le cofinus de la féconde partie CAD ; tamdis que 
i'analyfe algébrique ne fuppofe pas une telle divifion de 
l'angle BAC , & qu'elle cherche ^ découvrir tout d'un 
coup le. finus ou le cofinus de l'angle entier BAC. 
C'efl: donc de cette différente manière de procéder à la 
folùtîon du problême, que vient auflî la diffirence des 
folutions qui n'eft, dans le vrai , qu'une différence appa- 
rente. Pour m'en convaincre encore plus fûrement , foit 
nommé X le finus de l'angle BAD ; la formule 
cot premier feg. de l'angle = rang angle donné X cof 

côté adj. donnera rV^rr^-^xxrssbtx ^ en gardant les 

dinomînations employées au problême VI. d'où l'oii 

- - • - ' f ' 

tire X oujîn BAD = ■■ * ' ^ j & par conféquent 
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I f^rBÀD = — ■ La féconde formule du même 

article de là même table dôntie co/C AD= ^^ ^^^^J^^ 

& partant aufli Jin CAiJ ï= ^ , , y 

i donc au moyen de ces valeurs à caufe que BAC =s 

i BAD ^2 ^AD , il fera facile d'avoir le finus de ce même. 

I angle tout entier par le moyen de la formule du n®. 23. 

fin ( A :t B) c=s i L -^ i^ , en fuppofant 

que BAD = A &que CAD =B,d^oià Pon tir e fur le 

précifément la même que nous avons trouvé en réfolvanc 
direftement Pëquarîon du fécond degré du problême VI^ 
On voit donc à préfent comment ces deux folutîons re-*: 
viennent au même , qucrique tres-difFérentes en appa-^ 
rence. On voit de plus avec quelle facilité la Trigono- 
métrie fphérique peut réfoudre par deux analogies des 
équations du fécond degré qui préfenteroient des radi-* 
eaux très-compliqués. 

Second Scholie pour les Triangles Jphériques reSangles. 

a28. On peut encore remarquer une autre différence 
entre les folutions fyntétiques & analytiques des Pro- 
blêmes de Trigonométrie fphérique. Les premières ne 
doivent la (implicite de leurs formules qu'à ce que Ton 
a commencé par les cas les plus fimples , auxquels on a 
ramené les cas généraux plus compofés. Pans les der- 
nières au contraire y on ne fuppofe la folution d'aucun 
cas paniculier plus fîmple que le général. Ces cas particu- 
liers font tous renfermés dans la formule générale , & 
peuvent s'en déduire avec la plus grande facilité. Auffi 
rien de plus aifé que de tirer de ces formules toutes. 
' (Celles qui ont rapport aux triangles fphériquçs reSangles, 
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en fairant attention que le fînus d'un angle ilroît eK 
égal au rayon , Se que fon cofînus eft zéro. Par exemple 
de la formule du n^ 214 • 

rr -n fin AxRR r r 

'^ finh&x cot AC ± cofAB x cofK * ' 

PangleAdepo^ ontire wngB = îf!^Jl^, 
de même la formule du n^ 2 1 5, •''" ^ 

rvkn Rx cof AB X cof AC ± cof Ax fin ABx fin AC , 
coj xJL- = ■ i m aon-T 

ï»eraco/BC = fSt^Sp^. Par les mêmes fuppofî-: 
tions, la formule du n**. 220 donne ; ; . ; 

tang AC = >îAB2î2£B & tang AB ^>ACx/^gC 
R R 

&MngBC='i2£^^. Les formules de l'art. 221, 
donneront co/BJil£^'5^,co/C==>i4iS£AB^ 

R K 

De la valeur de p trouvée au n^. rs^j , on tire, en fuppo- 
fànt un angle droit > B = (^^g' BC-r^g'AB)xR £ 

formule du cofînus dans la mêmefuppofîtlon de l'angle B 
droit, fe réduira d'abord à j=l^^, parce que le ra- 
dical s'évanouît en comparaifon de ce terme , ce qui 
donne pour un triangle dont B feroit droit , R x cofA=2 
tang AB xcat AC ; & fi c'eft l'angle A qui eft droit , 
on aura cofB X R zsstang AB x cot BC. Pareillement 
de la formule trouvée au fécond article du même n^. 

d = — — ^^' à caufe de ns=o, l'on tire tout 

de fuite d= ^, ce qui donnera pour un triangle BAC 

reSangle en A , co/AC = "J ^^ &pour le finus, 
fn AC « Kco/'AB-co/.BC jj^^^^^ ç^ç^^ç ^ 
cofAB * 
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mîere formule du tiP. 22^ donne Kx Jîn AB == 
tang AC X cor B , parce que le radical s'évanouit étant 
multiplié par ç = o. Dans la féconde formule au 
contraire , il n'y a que le radical qui deme ure , & qui 

fe réduit à cette équation 4? =3 » 

ou çg/AB ^"^'^^^g^^^; '""^^ ^i enfin connoif- 
/tfi^ AC 

fant, outre l'angle droit , les deux angles fur l'hypoté- 

nufe y les formules du n^ 225 donneront celles-ci . • • 

cçrAB== ^^*, co/AC= 'Ji^ dccof BCx R = 

fin D fin C 

cot BxcotC. D'où l'on voit qu'en jettant un coup 
d'œil fur toutes ces formules 9 il eût été facile d'arriver 
au Théorème de Néper par le moyen des formules algé- 
briques , comme par les confîdérations fyntétiques. Pouc 
faire voir encore davantage la généralité de tputes ces 
formules , on pourroit en faire l'application au;c diffé* 
rents problêmes de la Trigonométrie reôilîgne. Les 
Commençants pourront s'exercer à ces fones de re- 
cherches. Nous ajouterons encore ici quelques confîdé- 
rations fur les conflruâions expliquées aux numéro^ 
20^ & 205. 

FroblembX; 

22p. Suppofant que d'un angle quelconque d'un 
triangle fphérique quelconque BAC (Jig. 21.) l'on ait 
abaiflfé une perpendiculaire fur le côté oppofé prolongé 
àm eftnéceflaire ; Troui^er enjînusj cofinus^ tangentes ou 
cotangcntes. i^. Les rapports desfegments de la bafe aux 
angles adjacents. 2°, Les rapports des mêmes fegments avec 
les côtés correjpondants. 5% Les rapports desfegments de 
V angle vertical aux côtés adjacents. 4^^ Les rapports des 
fegments du mime angle aux angles fur la bafe^ 
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Solution; 

Imaginons que du point C l'on aitabaiflTé laperpencîf- 
culaire CP fur le côté AB prolongé s'il eft néceflàire. II 
eft vifible que les arcs AP & BP aînfi que les angles 
AGP , BGP mefurés par ces arcs feront les fegments for- 
més par la perpendiculaire CP. Il eft pareillement évi- 
dent que la moitié G'C de la corde G'Cg' fera le fmus 
de cette même perpendiculaire ; & par conféquQnt GC 
«fera ' le cofinus de ce même arc. Cela pofé ; dans le 

triangle reftangle GHC on aura d'abord - * 

R : CGoucp/CP : :Jîn APrCH; & à caufe des pro- 
portionnelles rG , dG , IH , CH ; on a 

«ro/A : R : : CH : fin AC ; donc en multipliant ces deux 
proportions par ordre on aura cette autre proportion . . • 
cof A : cofCV : : fin AP : fin AC; on trquveroit de 
même cofB : co/CP zzfinBV ifin BC , d'où Pon tire 
fur le champ jzn AP :fin BP : :fin AC x cof A : fin BC 

XcofBzifinBxcofAifinAxcofB::-^.'^ •. 

tang B : tang A : : cot A : cor B ; ce qui fe trouve tout de 
fuite, en fubffituant dans le fécond rapport /nB r/fi A 
au lieu de^în AC: fin BC. D'où il fuit que les finus des 
fegments de la bafe font entr^eux comme les cotangentes 
des angles adjacents. Q Q. K i?, T. & Dl 

2% A caufe que l'angle GCH eft complément de l'arc 
AP , & que pareillement l'angle GCX eft complément 
de l'arc BP , le triangle GHC donnera 
R : cofC? : : cofAV : GH = cof AC. Pareillement le 
triangle GCX donnera R:co/CP :: cofB?: GX=co/BC; 
donc puifque ces deux proportions ont le même premier 
' rapport , on aura cof A? : cofB? : : cof AC : cof BC ; 
c'cft-à-dire, que les cofinus des fegments de la bafe font 
comme ceux des côtés correfpondants. C. Q. F. a^ T. & D. 

On prouveroit de même qu'en abaiflànt la perpendi-^ 
culaire Ai' fur la bafe BC on zuvditfin Bi : fin Ci : : 
çot B : cot C & que cofBS' : cof Ci: ; cof AB : cof AC. 

3"* 
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3^, Suppofons qu'en effet on ait abaiiTé la perpendi«> 
Irulaire A<f, &que l'on confidere aftuellement les feg- 
inents BA<r, CA<r de l'angle BAC. On a vu ci-devanc 
(n^ 206.) que Rfl = Al; ce qui donne BÇ égal au 
çofinus de cet arc perpendiculaire Ai". Cela pofé, à caufe 
des proponionnelles RG , pG ; 6^, ZÇ, & parce que pG 
eft vifiblement égal au cofinus de l'angle RAl, on aura 
R : co/BA<r : : cofAS": Z^; de plus à caufe que ZG î=b 
Jîn B ( n®. 20 J ) & que Tafigle ZG^ eft égal au com-p 
plément de AB , on aura cqf AB : K : : ZÇ : Jîn Bi 
donc en multipliant ces deux proportions par ordre 9 on 

aura cofAB:cofBA^::cofAS\fînB 

on trouveroît de même que cofACicofCAS' :: cofAfifinQl 
donc on aura aufli cof BAS". cofCAS" : :jin B x cofAB ; 
JinCx cofAC : : Jîn AC x cofAB :Jîn AB x cofAC : : 

Ï~AB • /?» AC • ' ^^^ ' ^^^ ^ ^ eft-a-dire , que les 
çojînus desfegments de V angle t^ertical font comme Us co^ 
tangentes des côtés adjacents* 

4% De la proportion entre les finus des côtés & les 
finus des angles oppofés dans les triangles reftangles A<^B^ 
AcTC, on tirefn BA/ xjîh A<r== Jîn B^T xJînB.Sc 
Jîn CA<r X Jîn Ai" =^fin CS" xjîn C; on aura donc 
fn BA<f : fin ÇA<r : :fin BS'xfinB ifin CSx (inC :z 
cof B : co/C , à caufe que Jîn BJ" :Jîn Cl : : cot B : cot C, 
commme on Ta démontré à la fin du fécond article z 
ç'eft-à-dire , que lesjînus des fegments de V angle pertical 
font comme les cojînus des angles fur la bafe. C. Q. F» 
4%T,&D. 

S c H O L I £• 

' 230* On voit donc comment on a pu trouver par 
Tanalyfe, foit algébrique foit géométrique, tous les Théo- 
rèmes néceifaires à la réfolution des triangles reâangles 
ou obliquangles ; en appliquant l'une & l'autre aux 
confiruâjions graplûques expliquées dans le Chapitrç 
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précédant » on verra de plus qu'il y avoit encore plufieurs 
ix^oyens de découvrir toutes ces vérités. Par exemple , on 
auroit pu arriver auxi^dernieres analogies, par la confide- 
ration des fécantes intérieures vS'afjLynS'i p\ De même ^ 
fi l'on fait attention que les arcs py^pfi font les mefu- 
res des fegments ACP, BCP formés par Tare perpendi- 
culaire CP avec les côtés de l'angle C, on verra qu'on 
auroit également trouvé les dernières analogies par le 
moyen des lignes > a, Vx ; ^8*,/^, confidérées comme 
fécantes intérieures. 

Si l'on fuppofe de plus que le triangle fpbérique de- 
vienne un triangle rcâiligne , il fera facile de reconnoî- 
tre ce que deviennent les quatre analogies que nous 
avons trouvées. La premîerejî/iB<r:7?/i Ql::cotli:cot C 
devient B^ : C<r : : $ot B : cor C , c'eft-à-dire , que dans 
un triangle reâiligne Us fegments de la bafe formés 
par une perpendiculaire abaijfée de Vangle oppofé font 
comme les cotangentes des angles adjacents. En effet , 
fi l'on regarde A<r comme fmus total , ces lignes feront 
les tangentes des fegments de Tangle BAC , qui font 
chacun complément des angles fur la bafe. La féconde 
analogie devient oo : oo ; : oo ; oo. La troifieme donne les 
eojînus des fegments de Vangle vertical , réciproquement 
comme Us côtés oppofés ; ce qui fuit néceflairement de ce 
que les trois angles d'un triangle ne valent que deux 
droits. Enfin la dernière analogie devient une propor- 
tion dont les termes font identiquement lès mêmes deux 
ii deux par la même raifon , en comparant les antécé- 
dents & les conféquents entr'eux. 

Corollaire. 

231. Si l'on fuppofe préfentement que l'arc A^T 
divife Tangle BAC en deux également , à caufe que 
les angles AJ'B , ASQ qui ' font alors fuppléments 
l?un de l'autre , ont un même fînus ; on aura Jîn A/B : 
fnAhi:finBA^:finBS'ScfinAsC-JînAC::JinCAt2 



Jîn Ci". D'oi il fuit que dans ce cas les finus des feg- 
ments font comme les finus des côtés qui leur font oppo- 
fës ; & par conféquent dans un triangle rëftiligne ces 
fcgments feront entr'eux comme les côtés oppofés , 
lorfque Ton aura diviféPanglè compris entre ces côtés en 
deux également. 

S C H O L I K. 

232. En jettant un coup d'oeil fur toutes les formules 
que l'analyfe algébrique nous a fait découvrir^ on voit que 
pour trouver le logarithme de la grandeur inconnue, il 
s^agît prefque toujours de chercher celui de la fomme ou 
de ia différence de deux quantités données. Comme 
ïious avons déjà indiqué la méthode de faire cette opé- 
ration , il nous fuflîrad'en faire Papplicatioh à quelques 
exemples» 

ËxeMflb prbmier» 

233. Suppofons qu'au triangle BAC (fg. II.) on 
Gonnoît les deux côtés AB & BC avec Pangle B qu'ils 
comprennent; favoir^le côté AB ===41^ p',BC = 

; 7i<^ 30^& ABC=a aj"" 8^ l'on demande l'angle en A 
par la formule ( trouvée n^ 214.) 

rr. A jî» B X RR - 

' T^/^g A c:;^ ^^ ABx cor BC^co/ABxco/É ? ^^^^ P''^°"' ^^ 
figne ■*— , parce que l'angle en A doit être aigu* Il eft 
vifible que toute la difficulté fe réduit à trouver le loga- 
rithme du dénominateur , ce qui fe fera aifément en re- 
gardant Tî'iAB X cot BG comme un angle , & cofAB X 
cofB comme un autre angle , puis cherchant le finus de 
leur différence par la formule ^ti A — JînB=si2cof 
UA4.iB)xXiA-iB)(n^p7)• 
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Opération par Logahithmê^. 

*.8i8i47=fog.jîif AB, 5>.P48^3i -log.cofC^A-hr'^}* 

^«514510 = /og. cof BC. ^«403 7P9 *= ^og'fi^ ( -î A "^ ï ^ ^* 

9.1^^7 67 -log.fin ii^43'2o"=:B. o.?oio3o = ^<»^* ^ *• 

5.876789=/o^. co/AB, 19-6531 Ji * (<»g* ^Vô«/^f/^^* 

^^£4£3£4= /o|:. ro/B. de i£^S£oi5 = /o^./w B x RR. 

5.8î6i;3=/oj.jï»4i^ 4'35 -A. 10.00^^7^ ^log.tang 45** *S' H". 

Exemple IL 

^34. Suppofant les mêmes données que dans Pexem- 
ple précédent, il faut trouver le 3* côté ACpar la formule 
/.r. corBxrm ABxfa BC -Hco/AB xgo/BC x R . 
cqf AC = — -RR - Je 

regarde cette quantité comme Pexpreflîon d'un finus égal 
à la fomme des finus de deux angles, & je me fers de h 
formule fm A ^fin B=> {{ A+ÎB) x cof{\A—^B). 
Cela pofé, l'opération n'a plus aucune difficulté, & s'a- 
chèvera comme il fuit. 

^.9493^4 =%.co/B. i A-^îB = 13** 46' 44". 

5.818247 =/ag>AB. . ^^^^CiA-^B)= 80 2' 3/^ 

^•il^i^s-log.fm 13®49'23"=B. 

Exemple III. 

23 J. Suppofons préfentement que l'on connoît les 
trois côtés AB, AC & BC du triangle BAC : fa voir f 
AB=4i*^9'; AC = j2^35'6'^&BC = 7ioycy,il 
s'agit de trouver un angle quelconque de ce. triangle; 
l'angle A, par exemple, en fe fervant de la formule • •. 
cofBCxRR-ro/ACxco/ABxR ^ ^ 

co/A= finABxfsnEC • ^^^^ «P^^^" 

iîon fe conllruira par la formule Jîn A "^Jin B du no. ^3: 
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le refle de l'opération s'achèvera comme on le volt ici. 

9*^99969 = log. COfACm 
9.3767^9 = log. cofAR. 



9.n67%Z-logJin ^6^ 43' 5^" = A; 
ro/BC=i8ogo' o" = B. 



A— Bsigo i3'56" iA— ^B= ^o é'sS". 

cotnp.Arst.fin AB = o«i8i7$3« 
comf.Arii*JinBÇ = 0.^23043. 
logartth. de 2 =o.3oio3o, 
%.ca/(iA-KB) = p.P474^9« 
i^>Xi-iB) =9.iP5^85I> 

2^6. Puifque les {iroblêmes VI & VII ( des n""' 22^ 
&224') nous ont fait tomber dans des équations du fécond 
degré , on voit qu'il peut arriver dans certaines équations 
que l'on foit obligé de réfoudre des équations de cette 
nature ; & comme d'ailleurs tous les calculs d^Aftronomie 
pratique fe font par les Logarithmes, il ne fera pas inutile 
d'indiquer ici là manière de trouver ces folutions par les 
Tables des Sinus, Ceft par quoi nous ajouterons encore 
ici les deux Problêmes fuivants. 

Problème. 

257. Q>nJ{ruire par les Tables des Sinus les racines de 
Véquation x^ ^ 2ax = bb. 

Solution. 

D'un point quelconque C avec le rayon CA s=s a 
{fig. 24), on décrira un cercle ADBdi à l'extrémité du 
rayon CA, l'on élèvera AL perpendiculaire à ce même 
rayon , & qui foit égale à la quantité b. Enfin par le cen*- 
tre C & le point L , on mènera la ligne LDCi terminée 
à la circonférence en d. On fait que les parties LD ^ hd 
feront les racines de l'équation , comme cela fe démontre 
dans l'application de l'Algèbre à là Géométrie ; ce qui eft 
d'ailleurs facile à reconnoître , puifque la tangente Â£4 

liij 
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& la fécante hd donneront Ld: LA : : LA rXD^ou ^li^ 

gébrîquement a ^V aa^bb ibiih : LD (x). D'oà 

Ton tire aX'^x l^aa 4- bb =s W,ou x rua '^bbi=:i bb 
^^ax; &cn élevant tout au quarré effaçant ce qui le 
détruit , & divifant le relie par W ; Jf * ■+' aa^îr =5 W. 
. Cela pofé , pour ramener cette conftruâion aux Loga- 
rithmes des Tables , foit encore élevée la ligne droite 
FL/ perpendiculaire à Textrémité de AL» & terminée 
en F,/ aux prolongements des cordes AD, Aif; enfin 
foîent encore tirées les cordes BD, Bd. Tout ceci bieiii 
conçu, il eftaifé de voir que dans le triangle reélanglç 
CAL l'angle ACL fe déterminera par cette analogie : 
CA (a): AL :(b)::r: tang ACL. Enfuite à caufe 
'des triangles femblables BDA , ALF on aura BD : DA :: 
AL : LF = LD(a:). Mais Tangle ABD eft évidem^ 
ment la moitié de l'angle ACL qu'on vient de trouver, 
on aura donc R : tang ^ A CL : : AL ( ^ ) : LF ou LD 
tx). Donc on aura la valeur de x par les Logarithmes, 
au moyen des deux proportions que l'on vient de voir* 
CQ-Ki^T. 

2°,. Si l'on nomme Ld , jc , on trouvera que la même 
proportion donne l'équation x^ -^ o^ax =3 bb. Dans ce 
cas , il faut faire ii : b : : le rayon eft à la tangente d'un 
angle , que cette règle de Trois fera trouver. Enfuite ï 
caufe des triangles reÔangles femblables BiA, AL/ on au* 
ra Bd: dA : : AL : hf; on a auffi Bd : dA : : Le rayon eft à 
la cotangente de la moitié de l'angle BCdqa^ACLjdonc 
on aura encore le rayon eft à la cotangente de la moitié de 
l'angle trouvé par notre dernière propertion , comme I9 
quantité i eft à la ligne A/qui fera la racine pofîtive dç 
à'équatipn xx ^^ 2.ax 3=3 bb. C, Q. F, z!^y T. 

P R o i L B M B, 

238. Confiruîre par les Tables des Sinus les racws et 
]^e^mtm ^* ^ zax 4^ W =si 9 (%• 2 j ), 
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Solution. 

A rextrémitë du rayon CA = a foit ëlevée une per-i 
pendîculaire AL = i j & par L foit menée la ligne LFf 
parallèle à AB , laquelle coupera le cercle conl&uît fur 
AB en deux points F &/, ou même ne le touchera qu'en 
un feul point , fi le Problême eft poffible ; & donnera les 
racines lF , L/ qui feront celles ^e l'équation x^^ 2ax 
^bbz=so. Car nommant FL , *' ; à caufe de la tangente 

AL &de la fécante L/, on aura L/ ( a ^- l/'aa ^^bb)t 
AL (b) : : AL (b) : LF {x). D'oii Ton tire aifément par 
le produit des extrêmes & des moyens **-4- 20*' -h bb 
c=s ; on auroit trouvé pareillement x^ -*- 2ax -4- bb 
=: G, fi l'on eût nommé L/, x. Cela pofé, fi Ton tire en- 
core les lignes AF, A/, FB, FC, FD,/i , on aura 
d'abord au triangle réftangle CDF , CF : FD ou a : fc : : 
le rayon eft au finus de l'angle FCD i enfuite i caufe des 
triangles femblables BFA , FDA, on aura BF : FA : : 
FD : DA ; mais l'angle en B eft évidemment la moitié 
de Pangle au centre ACF , & l'on aura BF : FA : : R : 
tang i. FCA. Donc auflî R : tang^ FCA: :FD (b) : 
AD (x). D'où il fuit que l'on connoîtra AD ou ^, puif* 
que les trois premiers termes de cette proportion font 
connus« 

2^9 Si l'on nomme hfjXjon aura encore à caufe des 
triangles femblables AFB ifd A; A¥ tB¥ ::fd: dh 
s=L/ou r : cotang '- FCA : :b:x. C Q, F. T. 

239. On trouve quelquefois, dans l'Aftronomîe des 
Problêmes qui conduifent à des équations du troifieme 
degré , & paniculiérement dans* les câlculi dés mouve- 
ments des Comètes dans xm orbe parabolique , c'eft 
pourquoi on fera bien aife de voir ici commefit on peut 
réfoudre ces fortes d'équations par les Table des Sinus & 
de leurs Logarithmes* Avant de donner ces folutions , il 
€ft bon de fe rappeUer en peu de mot^te^uia rapport 

I iv 
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à ces équations en général. Quant à la démonftratîon dé 
CCS différents articles , il faudra avoir recours à ce que 
M. CLAiRAUxa donné fur cette matière dans fes Elé- 
înents d'Algèbre. 

Nous fuppoferons donc comme des vérités démon- 
trées dans tous les éléments d'Algèbre: 

1®, Que toute équation du troifieme degré peut fè 
réduire à la forme x^ ^px ^q=:;zo, dans laquelle on a 
fait évanouir le fécond terme. 

a% Que des racines de l'équation x^ -f- px ;+;^= o , 
il y en a néceffairemenc deux qui font imaginaires & une 
réelle, ' 

3% Que Péquatîon x^ *^^px ;±_q = Oj on aura né-- 
ceflairement deux racines imaginaires toutes les fois que 

•^j)' fera moindre que— qq. 

4^, Qu'au contraire la même équation aura fes trois 
îracines réelles toutes les fois que —r p^ toujours négatif 
fera plus grand que j.qq; ce qui confUtuç le cas que l'on a 
nommé cas irréduBible. 

. Quoique ces confidérations ne foient pas abfolument 
^éceifaires pour comprendre les folutions que nous allons 
'donner, & qui en font indépendantes ; néanmoins elleà 
ïerviront à faire connoître que ces mêmes folutions ren- 
ferment tous les cas poffibles des équations du troifieme 
idegré , en commençant d'abord par les réduire à n'avoir 
point de fécond terme , comme cela fe pratique aifément 
{)ar les transformations ordinaires^ 

Problème!. 

240. Troui^er les trois racines iTune équation du troî^ 
Jieme degré de la forme x' — « px j^^ q =? o , enfuppofam 

^^p' ^ — qq ; c'^eft-à-dire, dans le cas irréduSible^ 

Solution. 

Qn prendra l'équation ^^ 1— iJ^^x^ry n oj^ daM 



1 
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laquelle on fuppofe r plus grand que j, afin d'avoir ^ p* 
plus grand que 1 5^ , & qui par le moyen de l'indétermi- 
nce^ pourra reprëfenter toutes les équations du troifîemc 
degré qui appartiendront au cas irréduftible. Cela pofé'", 
fi le dernier terme a le figne -4-, on fera y =3 ^^n A , & la 
circonférence du cercle = C , ce qui donnera pour les 
racines de l'équation : 

X —fin-. x=fin —^ , x=Jin — j—. 

Si le dernier terme de l'équatîon a le figne — ,oa 
fera y = cofA , & les racines de l'équation ^x^ — ^r^x 

— -r\y = o feront ;f=co/—; x = cof — — ; x t= 
cof — i-i- . La démonftration de cette pratique fe dé- 
duit fur le champ des formules générales démontrées au 
n^»y4 & JC fur les finus & cofinus des arcs multiplesi 
C.Q.F.D. 

Problème II. 

241. Trouver les racines de V équation x^ •**• px hT q 
dans laquelle on fuppofe '^ip^ plus petit que ^qq^cefi-à-dire, 
lorfque cette équation aura deux racines imaginaires. 

Solution, 

On prendra comme ci^devant l'équation ^x^ — Jr^x 
'Zil r^yy dans laquelle on fuppofera r<^ ; afin d'avoir 

~7 p' < — qq.Et d'abord fi Ton fiippofe que le dernieç 

terme ait le figne «— , on fera y =s cofécante 2A , la* 
quelle deviendra néceffairement connue toutes les fois 
que j fera déterminée* Enfuite on cherchera un angle B, 
tel que l'on ait cot^ B=3 r* cor A , & la valeur de x fera 
cofec 2B. Si le dernier terme a le figne + , alors il faudra 
regarder^ comme la cofécante d'un angle obtus, & lé 
problême fç réfolvera de la même manière. G Q.F. T. * 
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Probl£he IIL 

242. Trouver Us racines de Véquation x' •f^ px IfT q 

fes o laquelle a nécejfairement deux racines imaginaires , 
À caufe que ^j p' fi^^ nécejfairement pofitif^ 

Solution. 

On prendra toujours IVquation ^x^ •+- ^r^x I+I r^y 
s= o dans laquelle on fera y = cotang 2A , & l'on 
cherchera un angle B , tel que Ton ait cotang ^ B == r* 
cotang Â. La valeur de l'inconnue fera x = cotang 2B* 
C Q. F. T. 

Démanjiration des deux dernières Solutions. 

243 • Soit que r foit plus grande ou plus petite que jf^ 
il eft toujours vrai de dire que l'équation ^x^ — ^r^x 

— r*jy=:o, eft la même que celle-ci {x^V^x^ — r^*. 

=r*(jy4-Kjy' — r^ ) comme on va le démontrer, 
d^ou il' fuit que la valeur dV en jy tirée de la féconde , 
réfolvera la première équation : tout fe réduit donc à 
prouver l'identité de ces deux expreflîons. Pour cela , je 
remarque d'abord que par les formules du n®. 2p , on a 
cflentiellement 4^x^ — ^r^x — r^y = o. 

Cela pofé , fuppofons pour un inftant que l'on ait 

'( jr -h y^x^—^r')' = r' (;f + VyHy') en faifant le 
cube indiqué , on aura ^x^ — ?r*x — ry-^(4x^ — r*) 

V^x^ — r^ =5 — r^ ï^jy^ — r^ dans laquelle je retrouve 
les termes ^x^ — s^^^ — ^^y ^}^^ l^ ^^^ ^^J* ^^^^ égaux 
i zéro. Ainfî tout fe réduit à prouver que 4*" — r* 

X >^F37= — r' y^y^—r\ Pour cela , f élevé tour 
ap quatre , & je trouve lôx"^ — 2^r^ x^ -H 9r^^ 
»— r^ =r*7* — r^ , ou ce qui revient au même i6x^ 
— 24r*^+4-prV==: r+jx% laquelle eft précifément le 
(Ç^uarré de l'équation 4^1-— 3 r^^=: r^jr. D'oà fuit la 
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vëritë dç ce qu'il falloir prouver. Mais fi Ton fuppofe j» 
plus petit que y comme nous Pavons fait ^&^ = cofé^ 

came de 2 A , on aura ^ y^ — r* =5 cotang 2 A. Pareil- 
lement fi AT = coféc 2B ; l^x' — r' fera c(?mng 2 B, 
Donc en fiabftituant ces valeurs dans l'équation . . • 

(:t-hï^ar' — r')'=sr'{jy+.>^/-.r*)on aura cette 
nouvelle équation ( cofeç 2B •+• cotang 2B ) ' =1 
r^ ( co/ec 2A 4- cor 2 A). Et à caufe que par la formule 
du n^. 8p on a cofec 2 A + cot 2 A :=3 cotang A ; on aura 
par cette fubfiitution dans chaque membre de la dernière 
équation cot^ B =;r^ cot A. D*où il eft aifé de trou- 
ver cot B , lorfque A eft connu , & par conféquent 
d'avoir la valeur de :ç que nous avons fait 7=z cofic 2B* 
C.Q.F. i^D. 

2«, L'on prouvera de même que l'équation 4^' -+• 
^r^x — r^y = o eft identiquement la même que 

(x 4- l^x^^r^y ==r" (^ +. V^Z + r^). Et fup- 
pofant, comme nous Pavons fait,^ = cotang 2 A & jr =5 
cotang 2B, elle deviendra (cotang 2B -4- cofécante 2B)' 
s=:r* (cotang 2 A '^ cofec 2A); &en dernier lieu cot ' B 
=3; r* cor A, d'où il fera facile d'avoir Parc défigné par B 
par la valeur de A , & par conféquent cot 2B qui eft la 
Valeur de Pinconnue x dans Péquation. C. Q. F. 2®, D. 

Pour faire encore mieux fentïr Pavantage de ces fo-« 
lutions , nous en ferons tout de fuite PappUcation à des 
exemples paniculiers. 

Exemple L 

244. Trouver les racines de Véquation x' — jx— l 
9= o^ laquelle doit avoir fes trois racines réelles, à caufa 
fue ~ p^ efin/gatif ù'plus grand que ^ qq, 

SOLUTiON. 

Pour comparer cette équation avec Péquation 4r* 
fc^ jr^jr„-,r*^ï=siQ;j|e commence par diviîer tous lest 
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tcmics de cette dernière par4 , & jetrouve x^ — ^ r^sÈ 
^r*j=o,qui donne|r* =3, d'où Toa tire r =3 a j 
& par coDféqaentjf = i. 

A caalè que le dernier terme eft négatif , U faudra j 
finvant ce que nous avons dit au premier Problême 
B**. ^40, (aire jf =cqf A ; & parce que ce cofînus eft 
3a moitié du finos total, il faut qu'il foit le finus d'un 
angle de 30*^, donc on aura A = 5o*. Par conféquenc 
les valeurs de x feront cof 20** , cof 140*^, cof 260^, ou 
* =/n 70^ x = — fol y o^ X = — Jîn 1 o^ pour un 
rayon qui fèroit exprimé par 2. C'eft à-dire , que les 
valeurs réelles de x font doubles des finus des Tables 
qui répondent aux angles trouvés. 

Exemple IL 

s 

24 J. TrouvtT les racints ât Péquation x' — x — 5 
^= o , laquelle doit avoir nécejfairement deux racines 
banaginaires ^ à caufeque^^^ eft plus petit que ^q^* 

Solution» 

• Je compare cette équation avec Téquation 4x' — ^ 
^r^x — r*^= o; après avoir divifé tous les termes de 
cène dernière par 4,& je trouve^ r*=i, ce qui me donne 

r = r?iz. Se y =i 18 que je dois faire égal à cofec 2 A*. 

Pour trouver cet angle dans les Tables ^ je fais d'abord 
cette proportion : 

p=: 18 : : le finus total des Tables qui eft 1 : p î^3 

qm eft l'expreffion d'une cofécante. Enfuite , parce que 

ff r f* 

l'on a colécante A=3 r~T » j'aurai Jîn 2 A =s -7 — r ; ce 

fin K^ ^ ^ cofec % A 

qui fe trouvera par les Logarithmes , en ôtant du dou- 
ble du Logarithme du finus total celui de p r 3 , & l'on 
trouvera^n zA = 0,807196 ou 8,80715x5 félon. la 
caraélériftîqile desTables.Ce nombre répond à ^^jjp'^o'% 
donc A =5=» i"^ jo' 20'^ 
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Pf^fentemeftt pour avoir l'angle B qui doit détermi- 
ner la valeur de x par la cofécante du double de cet 
angle : au nombre 11^934^7 j'ajoute le double du 
l^ogarithme du fînus total , & j'en prends le tiers, ce qui 
me donne coth = cot 17^37' y o'^; & partant B ï=s 

ij^ 37' 50'' doiiï la cofécante du double, c'eft-à-dîrc , 

z 
la fécante de <4^44'20^' multipliée par -;^=l fera b 

racine demandée de l'équation propofée. ^- ^ 

Exemple IIL 

245. Trout^er ks racines de V équation :2jx' •+• 75'x 
•r^ ^6 =0 qui a nécejfairement deux racines imaginaires^ 
à caufe que le fécond terme a lejigne •+• 

Solution. 

Pour comparer cette équation avec Téquation ^^ -H 
gr^a? — r^jy ==0, Recommence par divifer tous les ter- 
mes de cette dernière par 4 , & ceux de la propofée par 
$y ; ce qui me donne ces deux nouvelles équations 
\:c' -H^r^AT— .:^r*j= o,&j;^ -H3X— ^ = o,d'oii je 
tire parla comparaifon des termes correfpondants r = z 
&jy = ï^f. Pour découvrir quel eft l'angle A tel que ^, 
foit la cotangente de fon double, je fais cette proportion: 
Le rayon 2 que je viens de trouver eft à ^ : : le finus 
total des Tables i ,000000 eft à la cotangente d'un an- 
gle , qui eft celui que nous avons nommé 2A dans le 
troifieme problême. Faifant l'opération par les Loga- 
rithmes , je trouve 10,036212 qui répond à la tan- 
gente de 47<> 25' 10''; par conféquent A = 23<>4i'3 j'^; 
avec cette valeur de A on trouvera comme au problème 
précédent B =2: 370 13' 54'', & la tangente de complé- 
ment du double de cet angle étant multipliée par z , à 
caufe que nous avons trouvé r = 2 ^ fera la racine de 
cette équation. C Q. F. T. 
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Observati c/n. 

Nous remarquerons que cette folution des équatiotiâ 
du 3^ degré par le cercle,donneauflî néceflairement celles 
des équations du 4* degré , puifque les équations du 
4* degré fe réduifent à une du troifieme ; comme cela fe 
démpntre dans tous les Traités d^Algebreè Oa.obfervera 
de plus qu'il feroit facile de trouver dans chaque degré 
des équations qui fe réfolveroient comme celles-ci paHe 
cercle ; mais elles ne pourroient pas réfoudre de la même 
manière tous les cas de ces équations. Ce que lîous avons 
dit ici , fuffit pour l'ufage ordinaire* 



CHAPITRE CINQUIEME. 

Des Analogies différentielles des Triangles 
fphériques & reclilignes quelconques. , 



PREMIERE SECTION. 

Le M ME PREMIER. 

247. Y j^ différentielle (Tan arc (fig. 26) eft à celle 
dujînus du même arc , comme le rayon efi au cofinus du 
même arc. 

Démonstration. 

Soit un arc quelconque AM que je nommerai ^ dont 
le finusfoit MPque je défignerai par s, le cofinus CP 
que je nommerai u , la tangente AT ::^ f ' & la fécante 
CT = j. Il faut prouver que d^: ds::r : w. 
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Suppofons que l'arc AM foit devenu Am, & foîent ti- 
rées les lignes Cmt , mp ; foit déplus décrit du centre C 
avec le rayon CT Tare TS. Enfin par le point M foie 
menée Mr parallèle à CA : il eft vifible par cette conf- 
truâion que l'on aura Mm = d^ , wzr = ^j , Mr = — 
ifa ( à caufe que Parc AM augmentant, fon cofinus di- 
minue), ScTt=idty rS==4y- Cela pofé, à caufe des 
trianglej femblables mrM , CPM , on aura CM ( r ) : 
CP ( M) : : Mm (i^ ) : mr (ds ). CQ. F. D. 

Lemme second. 

24.8. La différentielle d'un arc eft à celle de fa tangente^ 
comme le quarré du rayon eft auquarré de lafécante; c'eft- 
â-dîre, que Pon aura d^ : dt : : r* :yy. ( Jîg. 26). 

Démonstration. 

A caufe des fefteurs femblables CMm , CTS on aura 

CM (r):CTO):: Mm (df ) :TS ==^. Déplus 

les triangles reélanglçs C AT , TSt font auflî fembla- 
bles , puifque , lorfque les lignes CT , Cr font prêtes à 
coïncider, l'angle en r ne diffère point de l'angle enT, 

Ainfî Pon aura CA : CT; : ST : Tr, ou r:y: : l 

dt, d'où l'on tire fur le champ d\ : dt :i rr : y y. 
a Q- F. D. 

LeMME TROISIEME. 

245). La différentielle d'un arc eft à celle deftifécante, 
tomme le quarré du rayon eft au produit de la fécantepar 
la tangente y c'eft-à-dire, que Ton aura d? i dy: :r\ : ty. 

DéMÔNSTRATION. 

Il eft vîfible que Sr eft la différentielle de la fécante , 
maïs nous avons déjà trouvé ST = ^—^; donc en corn* 
parant encore les côtés homologues des triangles fem- 
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blables CAT * TSt , on aura CA : AT : : ST : S/> ou 

m A 9 

r :t: : : dy , d'où Pon déduit fur le champ d^; 

iy::rr:ty. CQ.F.D. 

CoROLLAIÏlE* 

2JO. Donc en réunifiant ces différentes expreflîons $ 
on aura pour la différentielle ou la fluxion d'un arc quel' 

conque j , ij ==:L-i = — LJt ( eii fe fervant de la 

rt . , /• V* ^^^f * «^^ ^^ày ruât 

fluxion du connus ) = £i=t — = = • 

^ y y ^ y ^y y 
On trouveroit avec la même facilité des formules pour les 

totangentes ou les côfécantes; celles-ci nous fuflîront pour 

tout ce que nous aurons à démontrer dans ce Chapitre. 

S c H o r I E. 

syi. On auroit pu démontrer ces différentes analo- 
gies par les formules que nous avons expofées au premier 
Chapitre. Par exemple , le Lemme premier auroit pu fe 
conclure immédiatement du num. 86.7?'î(A-l-B)=a=: 
Jin A X cofh ^ fin B x co/A. Car on zd fin AÎA =s 
fn ( AM -+• mM ) —fin AM. Maïs pour un arc éva- 
iiouifiant d tj[, le cofinus efl égal au rayon ou à Punité , & 
le flnus de ce même arc d^ , fe confond avec cet arc lui- 
même. Onauradonc^?i(j«+*d j)=yzn j 4- -i^^ 

udz ' ^ 

= S -+• ; donc il ou^n(^-i-dj) — 5= j-+- 

-? j = ^-1 Les autres formules auroîent pu fe 

r r • 

déduire avec la même facilité des formules expliquées 

au premier Chapitre. 

Lemme IV. 

252. Si des trois angles d'un triangle Jpheriquequel^ 
conque BAC comme pôles (fig. 1 1) on décrit fur la fur^ 
face de lafphere un nouveau triangle fphérique DEF ; je 

dis 



SP HE RIQUE. Î4J 

dis que les i/ariations des anglesD ^E^F de ee nouveau 
triangle feront refpe^ivement égales à celles des cotés op* 
pofés AB , AC 6r BC du triangle BAC ; Gr les varia^ 
tiens des côtés DE, EF & DF du mime triangle feront les 
mêmes que celles des angles oppofés du triangle BAC , Gr 
réciproquement pour les variations des parties du triangle 
BAC a V égard des parties du triangle DEF. 

Démonstration. 

Cette propofition eft une fuite évidente de ce que l'on 
a démontré au n^ 13 1 , & de ce que les angles fupplé- 
ments Pun de l'autre ont néceflairement le même finus , 
même cofinus , même tangente ^ cotangente, fécante & 
cofécante. C.Q^.F.D. 

IL SEC T I O N. 

Des variations (r4inTriangle/phérique ou reôiili^ne 

quelconque , dans lequel onfuppofe un angle conf'* 

tant , ainji que le côté qui luieji adjacent. 

Théorème L 

2J3. o^/rf^nj un triangle fphérique quelconque BAC 
( fig.27) onfuppofe un angle quelconque comme A, conflant 
avec le côté AC adjacent à cet angle; on aura toujours cette 
analogie : La différentielle de Vautre côté adjacent à Vangle 
confiant eft à celle du côté oppofé^ comme le rayon eft au 
cofinus de V angle oppofé au côté confiant i c'eft- à-dire ^ 
fuivant nos fuppofitions pour la figure 27 que . . . . • 
dKB:dhC::K:cofK 

Démonstration. 

Suppofant que le côté AB foit devenu AjS , c*efl-à- 

dire , qu'il foit augmenté de la petite quantité Bj8; fil'oA 

tire Ci8 , & que fur ce côté on prenne Ct = CB en décri-^ 

ivant du pôle C le peut arc de cercle B^ j b^ fera l'augr 
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mentation ou la fluxion du côté CB;& le petit triangle 
B^jS fera reâangle en b^ 6c pourra être regardé comme 
reâiligne, à caufe de lapetiteiTe defes côtés; ainfi les 
côtés de ce petit triangle feront comme lesfmus des angles 
oppofés. Mais Tangle en j8 eft fenfiblement égal à Pan* 
gle B, & par conféquent Pangle fiBb fera complément 
de ce même angle ; on aura donc B^ib/i: :K : co/B^ou 
dAB:dBC::K: cofB. t. Q.F.D. 

Corollaire I. 

254. De cette proportion & des formules démontrées 
au Chapitre précédent » on déduira aifément les analogies 
fui vantes. Le n^ 225 donne en fubftituant à cofB fa va- 
leurdAB : dBC:: fin AB xfinBCiK x co/AC — 

^.^ ^^^ ^ , T> cof AC xjin A X fin C 

cofABxcof BC. & (n^. 221 ) : :R: — —-^^^ — 

_ cofAxcofC^ 5j p^j^gl^ en Aeft de po^ : : RR : co/AC 

R 
xJînC: : tang BC : tang AB ( n^ 228 ). 

Corollaire IL 

2 j J, Si le triangle eft reftiligne^an aura toujours dans 
les mêmes fuppofîtions d AB : d BC : : R ; cofB. 
Théorème IL 

2$ 6. Suppofant les mêmes chpfes qu'auThéorême précé-- 
dtnt , je dis que la différentielle du côté variable adjacent 
À Vangle confiant efi à celle de Vangle oppofé â ce coté , 
comme le finus du côté oppofé à Vangle confiant efi au 
finus de Vangle oppofé au côté confiant ; c'eft-à-dire , en 
appliquant cette analogie à la figure 27 ; que Ton aura 
dAB:dCi:finBC:finB. 

Démonstration. 

Soient prolongés les côtés CB, Ct, jufqu'à ce qu'ils 
ayent chacun 90*^. Il eft clair que l'arc F/ fera la mefure 
de la variation de Pangle C. Cela pofé, à caufe que les 
petits arcs F/, Bb font d'un même nombre de degrés , 
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bn aura F/: Bi : : R : /znBC; d'ailleurs à caufe du triangle 
lSbfi.Bb:Bfi: :Jîn B : R ; donc en multipliant ces deux 
proportions par ordre 9 on aura Ff : '^fi : : JînB : Jîn BG 
ou ^C : dAB: :Jîn B :Jîn BC, & imarundo dKB ; 
dC::/înBC ifinB. C. Q. F.D. 

Corollaire L 

257. Si à la place de Jin B & de^n BC , on fubftîtue 
à ces quantités leurs différentes valeurs déduites de la 
proportion entre les finus des angles & ceux, des cotés 
oppofés , on trouvera cette fuite de rapports égaux; 
dAB : dC : ifin"- BC : fin AC x fin A: : fin AC 
xfinA :fin^B: : f nBCx fin ABifmCxfm AC :: 
finAxfin^B::finACxfin'C. 

Corollaire II. 

2^8. Si le triangle eftreâiligne , alors le finus du 
côté BC fe confond avec le côté BC lui même ; ainfî le 
Théorème devient dAB :d C : : BC :Jîn B. 

Théorème II L 

25*9. La différentielle du côté oppofé à Pangle confiant 
eji à celle de l^angle variable adjacent au côté confiant , 
comme le finus de ce côté multiplié par le cofinus de l'autre 
angle^ efi au produit du finus de ce même autre angle par U 
payon ; c^efi-à-dire , que Von aura dBQ : dC::fin BG 
X cofB : R xfin B ; :fin BC : tang B. 

Démonstration, 

PuifqueTonaCn^. 2S^)dBC : dAB: :cofB:K, 

& que par le Théorème dernier on a d AB : 4 C : : 

fin BC zfinB y on aura en multipliant par ordre d BC ; 

^C : : ^nBC X cofB iKxfinB: :fin BC ; tang B. 

CQ.F.D. 

Corollaire I. 

260. Sx Ton fubliitue à> BC fe valeur - ^^f^-^ -SlJ^^ 
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on aura cette nouvelle analogie dBC : dC: tjïn A.>i 
fin AC : tangBxfin B : : fin^BC X cot AC —finBC X 
cof BC X cofC : R' xfin C. 

Corollaire II. 

a6i.Sl le triangle cfl reôiligne, les mêmes fuppofi— 
fions donneront d BC : ^ C : : BC : tang B. Car le ûnus 
tdeBC devient le côté BC lui-même. 

Théorème IV. 

262. Suppofant toujours les mêmes conditions , je dis 
que la différentielle du côté adjacent à V angle confiant , eft 
à la différentielle de V angle adjacent à ce côté ; comme la 
tangente du côté oppofé à V angle confiant efi au finus de 
Vangle oppofé au côté confiant ; c^eft-à-dire , que l'on 
aura d AB : dB:i tang BC :fin B. 

Démonstration. 

Suivant les fuppofîtîons du Théorème, dans le triangle 
DEF ( jîg. 11) dont toutes les parties font , par conf- 
truâion , fuppléments de celles du triangle BAC ; l'an- 
gle en £ dcle côté DE qui lui eft adjacent , feront conf- 
iants. De plus par le Lemme IV de ce chapitre , les va- 
riations de Tangle D & du côté DE feront refpeftivement 
les mêmes que celles du côté AB & de Tangle B du 
triangle BAC; mais par le dernier Théorème on a d DF 4 
iD : : finDF : tangFi donc parce que les angles fup- 
pléments l'un de l'autre ont même tangente & même 
finus , on aura » en fubftîtuant à ces quantités , leurs cor- 
redondantes au triangle BAC » & faiiànt un invertendo 
dAB : dB : : tangBCifiuB. GQ.F.D. 

Corollaire I. 

253. Puifque l'on a d AB : d B : : tang BC :fih B, 
&qu'on a aufli (n^ ayd ) dC : dAB : :fin B :fin BC, 
on trouvera , en multipliant ces deux proportions par or- 
drc dB : dC : ifm BC : tang BC : : cofBC : R : : 
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to/A X K^cofB X cofC '.fin B xfin C (n^ 2(53) = • 
co/A xfin AC xjz» AB + co/AC x7?n AB x R : R^. , 
g?n mettant pour cofin BC fa valeur ( n**. a i(5 ). 
Corollaire IL 
2.6^. Sî le triangle eft redlUîgne , alors fin BC = ' 
tang BC; d'où il fuit que les variations de chacun des 
deux angles font égales ; ce qui doit néceflairement ar- 
river, puifque dans un triangle reftiligne quelconque la 
fomme des trois angles eft toujours une quantité conf- 
tante ,• & que d'ailleurs nous avons fuppofé un angl« 
confiant. 

IIL SECTION. 

Des variations d^un triangle fphérique ou reSliltgne 

quelconque dans lequel onfuppofe un angle 

confiant avec le cûté qui lui eft oppofé. 

Théorème V. 

0,6^. ^ VPP03ANT au triangle BAC (fig, 28 ) Vanglt 
en A confiant avec le côté BC qui lui efi oppofé ; on aura 
toujours la différentielle £un angle quelconque à celle du 
côté oppofé j comme la tangente de cet angle eft à la tan-- 
gtnte du côté oppofé ; c'eft-à-dire , que Pon aura ces deux 
analogies : i B : i AC : : tang B : tang AC ou ^ C : 
d AB : : tang C : tang AB. 

Démonstration. 
Puifque l'angle en A du triangle BAC avec le côté 
BC qui lui eft oppofé demeurent conftants , & que la pro- 
portion entre les fîrius des angles & ceux des côtés qui 

leur fontoppofés, donne /ï/i C =ij^L—^x fin AB ; Se 

fin A JinoC 

fin B =a ^ g xfin AC; il eft clair quje les. variations de 

fin C 8c fin B feront comme celles des finus des côtés AB, 
AC qui leur font oppofés ; ce qui donnera dfin C = 
4fin AB. Donc(n®,250>la variation de l'arc qui mefure 

K iij 
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l'angle C,fera à celle de l'arc AB:: J^.-ii^i^ ; ou ; 

^ cofC cojAB ', 

ce qui revient au même , d C : i AB : : t^^^^ÉJ^LÎ^ 

mais d/n C : ^T^n AB : :Jîn C : Tî'* AB; puifque le 
rapport de finCiJîn AB doit être un rapport confiant: 
donc en fubftituant ces quantités à leurs proportionnelles 
& enfuite les tangentes auxquelles elles fe changent, on 
aura dC : dAB : ; tang C: tang AB. On feroit voir de 
même que dB : dAC : : tang B : tang AC. C. Q. F. D. 

COROLLAIRB I. 

266. Si A = 90^, on aura dC: dAB : : R :Jin AC, 
& pareillement dB : dAC : : R:jin AB (n^ 228 ). 

Corollaire IL 

26y. Si le triangle eft reftilîgne, les variations des 
angles B & C font égales ; puifque la fomme des trois an- 
gles , aind que l'un de ces angles, font des quantités' 
confiantes. De plus les tangentes des côtés AB, AC fe 
confondent avec ces côtés mêmes,ain{i Ton aura : Ladiffé" 
rentielle d^un angle quelconque eji à celle du câtéoppoje, 
comme la tangente de cet angle eJi au même coté oppofé , ou 
dC : dAB : : tang C : AB, ou à caufe que dC = 
dBydB : dAB : : tang CiABScdC: dAC : itang B: AC. 
Théorème VI, 

258. Suppofant toujours un angle confiant avec l^ côté 
qui lui eft oppofé^ les variations des côtés feront comme Us 
cojînus des angles oppofés^ & celles des angles comme les 
cofinus des côtés qui leur font oppofés ,• c'eft-à - dire, que 
dABidAC : : cofC:cofB,Sc quQdB:dC::cofAC : cof AB 
(/g- 28). Démonstration. 

Ayant pris Di ==DB, 5c De = DC , il eft vifible 

• que les angles enb 8c e feront des angles droits , & de 

plus que bc=L^yi ôtant de ces quantités égales la partie 

commune j3c, on aura (^b sssc^. Cela pofédans le 
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trkngle redlangle j8 fr B , on aura Bfi:blii:K: cofB; & 
dans le triangle reftangle Cc^jOn a auflî cy : Cy : : co/C:R; 
donc en multipliant par ordre, on aura Bj8 :Cy: : cof C : 
co/B ; ou d AB : dkC : : cofC : cofB. C. Q.F. i^, D. 
2^, En confîdérant le triangle DEF (j^.ii) dont 
toutes les parties font fuppléments de celles du triangle 
BAC , on trouveroit d DE : dEF : : cof E : cof D. 
Donc en fubftituant à chaque terme leurs correfpondants 
du triangle BAC , on aura dB:dC:: cof AC : cof AB. 
C.Q.F.2<',D. 

Corollaire L 

2^9. Puifque l'on adAB : dAC i i cof Ci cof B 9 
on aura auflî ( n®. 22J) : : cof AB x fin AB x R — 
cof AC X cof BC y. fin AB : cof AC x/n AC x R — 
cof ABx cof BC y. fin AC ; & puifque l'on a aufli dCz 
dB i: cof AB : cof AC, on aura aufli en mettant pour 
cof AC fa valeur , & divîfant les deux derniers termes par 

cofAB;dC:dB: : - — ^ ^^ ^ ^cof BC:K. 

Corollaire IL 

270. Puifque l'on a par leThëorême V i AB : d C : : 
tang AB : tang C , & que par le Théorème préfent 
dC : dB:: cof AB : cof AC , ^n multipliant ces deux 

proportions par ordre on aura ." 

d AB : dB : : Kxjpn AB : tang C x cof AC ; on 

trouveroit de même que 

dAC:dC::K xjîn AC : tang B x cof AB. 

Sil'on fubftitue <wns ces deux proportions èifin AB & 

à fin AC leurs valeurs rcfpeftives t^l:^^^^ & 
>ABx/>»B .^ >B. 

^^ Q > on aura ces nouvelles analogies : 

dAB : dB t: tang ACxcofC:K x fin B 
& . : dAC: dC: : tang ABx co/B : R x^in C. 
Pareillement} fi l'on fubftitue encore dans la première 

Kiv 
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proportion à cojîn AC fa valeur J- -— , on trouveraî 

tdf^ AC 

rfAB : dB: :tangAC xJînAB :tangC xjî« AC : : 
tang ACxccfBC ^fin ACxco/AB ^''BxMCxjfi.AB^ 

R 

Enfin , fi l'on fuppofe Tangle A de po®, on aura dans la 
dernière proportion d AC : dC : : \fin 2AC:R x cot C; 

en mettant pour tang B fa valeur ^^^ ^ & pour cofAB 

cof BC 

fa valeur; & mettant ^our Jin AC x cof AC Texpreffion 
qui lui eft égale par le n*. 1 4.. 

COROLL A IR E III. 

271. Si le triangle eft reftilîgne , les variations des 
côtés feront toujours comme les cofinus des angles op- 
pofés; &les variations des angles con\meles cofmusdes 
côtés oppofés. Mais dans ce cas, les côtés étant ou pou- 
vant être confidérés comme des arcs infiniment petits 5 
leurs cofinus feront tous égaux. Donc les différences des 
angles feront auflî égales entr'elles , comme on peut s'en 
convaincre d'ailleurs. 
■" - ■■■ - - 

IV. S E CT I ON. 

Des variations (Pun triangle fphérique ou reSliRgne^ 
. lorfque deux de fes cotés demeurent confiants. 

' Théorème VIL 

^•72. ^-^ variation de V angle compris entre les deux 
côtés confiants efi à la variation d^un quelconque des deux 
autres angles , comme le produit dufinus total par lefinus 
du côté variable , efi au produit dufinus du càté oppofé à 
cp angle par le cofinus de Vautre angle adjacent à et 
jwemecdr^; c'eft-à-dire, qu'en fuppofant les côtéi AB,' 
AC confiants ( fig. 2p ) 
onaura d A:iB: :R x//iBC:/nACxco/C 
ou bien ^ A : dC:;Rx> BC:> ABxco/B. 
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Démontkation. 

Suppofant que Tangle BAC foît devenu BAc ; foient 
prolongés les côtés AC , Ac jufqu'à ce qu'ils foient des 
quarts de cercle ACF, Ac/. Il eft clair que F/ fera la 
mefure de la variation de l'angle en A. Soient pareille- 
ment prolongés les côtés BC , Bc en G & g; enforteque 
BCG, Bcg foient des quarts de cercle ; il eft encore 
vifible que Gg fera la mefure de la variation de l'angle 
cnB. Enfin foit pris fur le côté Bc l'arc B^ =BC , ce 
qui donnera le triangle Cyc reâangle en y , dans lequel 
l'angle ycC ett, fenfiblement égal au complément de 
l'angle C. Cela pofé , à caufe des fedeurs femblables 
F/, Ce on aura . . • . • Ff: Ce: :K : Jin AC ^ & 
à caufe du triangle redtangle Cyc^ 

on z ... Ce : Cy: : R : cof C » & 
à caufe des feélcurs femblables Gg , C^^ , 

on a aufli Cy : Gg : :Jin BC : R. Donc 
en multipliant ces trois proportions par ordre ^ & mettant 
pour F/ & Gg leurs valeurs , 
on aura i A : d B : : R xJînBC :Jïn AC x eofC; 
on prouveroit de même 
que. dA:dC::KxJinBC:JînABxcofB. C.Q.F.D. 

Corollaire I. 

1173. Si .dans la première proportion on met à la place 

àejîn AC fa valeur - — tt—t- — , on trouvera i A : ^ B : : 

R xjîn A : Jzn B X cofC ; & fi l'on multiplie chaque 

terme du dernier rapport par — ^ , on trouvera : iJînBC 

X tang C :Jîn AC xJîn C : :Jîn A x tang C iJinBxJînC, 

en remettant ^oixrjîn BC fa valeur — ^—^ : iJînBC 

X tang C :Jin B xJîn AB , en faifant difparoître Jin C 
dans l'un des rapports précédents. Si l'on met dans la 
première proportion la valeur de cofC ( n*^. 225) on 
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aura encore : : Jîn^BC : cofAb x R — co/AC X eof BC i 
ou bien mettant encore dans la même première proportion 

pour Jîn BC fa valeur"^ — âTb" • * J^^ ^^ >^fi^ ^ • 
fin ACx^ fin 2C. Enfin : : K'ijîn* B x cofAR — 
jîn B X cofB xcotAf en fubftituant dans Jîn AG x cof G 
1 I j w . , JinBCxfmB 
les valeurs des quantités qui s'y trouvent 7~a — 

& ccfAB xjin Ax JînB — cof A x cofB x R ; & met- 
tant cor A pour -7-^, ou bien encore : : R^ : co/ABxRR 
•— ^/i AB X cof h X cot BC , en failànt difparoître cot A» 
CougllaireIL 

274. Des fubftitutions femblables dans la féconde 
proportion donneroient les rapports fuivants àAidCii 
K xfin A :Jin C x cofB : :Jin BC x tang B : Jin AB x 
fnB:: tang BC xjîn BC : Jin AC xj/fi C : : tang B x 
finAifinB xfinC : :7?/z* BC : cof AC x R ~ co/AB x 
cofBC. 

Corollaire III. 

275*. Si le triangle eft redliligne , les finus des côtés, 
deviennent les côtés mêmes ; ce qui donne dA:dB: 
KxBC:ACxcofC;ScdA:dC::KxBC:ABxcofB*y 
c^eft-à-dire 9 que les variations de l'angle compris entre 
les côtés confiants, & de l'un quelconque des deux autres 
angles ^font en raifon compofée de la direSe des côtés oppo^ 
fés à ces angles , & de celle du rayon aucojînus de ce même 
angle. 

TnéoREME VIIL 

a^6. La variation de Vangle compris entre les côtés 
confiants efi à celle du côté qui lui eft oppofé, comme le quarré 
du rayon eft au reStangle du finus d'un angle quelconque 
far le finus du côté qui lui efi adjacent; c'eft-à-dirc , que 
Pon aura toujours d A : dBC : : R* :fin Cx fin AC:t 
R' :fin Bxfin AB. (fig. 29). 
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Démonstration. 

Les fetJteurs femblables F/, Ce donnent, comme nous 
l'avons déjà vu , F/ : Ce : : R :Jîn AC ; & le petit trian- 
gle reftarigle Gt^c donne Ce : yc::K :Jîn C. Donc en 
multipliant par ordre on aura F/: yc : : RR iJînACxJinC^ 
oudA: dBC : : RR : Jjn A xJinC. Si Pon veut faire 
varier l'angle A vers B, on auroit trouvé de même 
dA:dBC::l^K:finABxfmB. CQ.RD. 

Corollaire L 

277. Si l'on fubftitueà^n AC fa valeur, on aura 
dA:dBC::R*x//zA: jÇnBC xJînB x Jîn C : : 
R* xjîn BC xjîn C :Jîn^ AB x fin A xfin B , en met- 
tant ipourfin AC fa valeur — rj^ , & fubfHtuant de 

A /îwABx/?»A r^A 

Corollaire IL 

278. Si le triangle eft redliligne , on aura dA: rfBC : : 
R* : AC xfin C : : R* : AB xfin B : : R : AD ( en fup- 
pofant que AD eft une perpendiculaire abaîffée de l'an- 
gle A fur le côté BC oppofé) ce qui apprend que fi deux 
côtés d'un triangle reélillgne font confiantes , les varia^ 
lions de V angle compris entre ces côtés & du côté oppofé à 
cet angle variable , font comme le rayon efl à la perpendi^ 
culaire abaiffee de cet angle variable fur le côté oppofé. 

Théorème IX. 

27p. La variation d'un angle quelconque adjacent au 
côté variable eft à celle de ce même côté , comme la co^ 
tangente de Vautre angle fur ce ' côté eft au finus de ce 
cdfe';c'eft-à-dire,que l'on aura dC idBC:: cotB ifinBC, 
& dB : dBC : : cot Cifin BC (fig. 2^). 

Démonstration, 
Puifque l'on a (n^ 272 ) dA: dC::KxfinBCi 
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fin AB X w/B,& (n\2-j6) dBC : dA: :ftn CxJînAC : R% 

en multipliant ces deux proportions par ordre , on aura 

dBC.dC: :fin BC xfin CxfmAC: Rx fin AB x 

m r Tir> JinABxcofBx'R _ __ _, 

C./B : :ftn BC :'.j—-j-^ ^ : fin^Q. cotBen 

mettant pour fin AB fa valeur J^^^^^ymC 

'^ ^ fin B ^ 

Ton tire ^BC : iC : :7r/z BC : cor B, & ini/ertenda 
dC : dBC : : cot B ifin BC. C Q. F, !)• 

Corollaire !• 

280. Puifque d^ : dBC : : cotC ifin BC , il fera aîfé 
de fubftituer à ce dernier rapport lesfuivants : : Rx ccj/*Ci 
finAB y. fin A ; : R : tang C xfinBC : : RR : tang C x 
fin BC : : cot C xfin B : fin AC xfin A : : R : 

ûnBCxfinBxR * ^ ^ ^^ ^« 

".AP r pr- — rp^ rpr^ : : cot AB x /7/2 BC — cofB x 

co# AB X fin BC-coj B xcoj BC «^ •' 

cof BC : fin BC xfin B. Et divifant par^î/z BCx fin B : : 
ra/ABxR cotBCxK „ .„ ro/Bxco/BC -. „ 

—fii^ ;^iF-R'-^^^AB g— zfinB, 

on trouvcroit des rapports abfolument fetnblables pour la 
proportion d C : dBC : : cotB :fin BC , c'eft pour<juoi 
nous ne nous arrêterons pas à les détailler ici. 

Corollaire IL 

aSi. Puifque l'on a iB : dBC : : cot C :fin BC 

& dBCidC ::finBC:cotBictï 

multipliant ces deux proportions par ordre , on trouvera 
dB:dC::tangB: tar^C: ifinACxcofC: fin AB x 
cofB ::finBx cofC ifinCx cofB , en fubftituant les va- 
leurs des finus des côtés AC , AB* 

Corollaire IIL 

282. Si le triangle eft reftiligne, le dernier Théorème 
donnera dBC : dC : : BC : cot B : : BC xfm B : co/BxR; 
ou comme la perpendiculaire abaiffée de l'angle C fur le 
côté AB eft au cofmus de l'angle B. On trouveroit de 
même dBC : dB : ; BC : cot C; & enfin dB : dC :: tang B: 
tangÇ. 
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V. SECTION. 

Des variations d'un Triangle fphérique dans lequel 
onfuppofe deux angles confiants. 

Théorème X. 

'283. Supposant Us deux angles B & C confiants au. 
triangle fphérique BAC ( fig. 28) , /^ variation du cité 
fur lequel ces angles font adjacents ^ eji â celle d^un quel-' 
conque des autres côtés, en raifon compofée de la direSe des 
Jînus des angles oppcfés à ces côtés Êr de celle du rayon au 
cojînus du troijîeme côté; c'eft-à-dîre , que Pon aura 
dBC : dAC : :> Ax R :fin BxcofAB. 

Démonstration, 

Dans le triangle DEF (Jig. 11) dont toutes les par- 
ties font fuppléments de celles du triangle BAC, les 
deux côtésDF&FE feront variables. D'oà il fuit que 
ce cas rentre dans celui du premier Théorème de la der- 
nière feftion , on aura donc dF : dD: : Rxjîn DE ; 
^nFExcofE; & prenant les correfpondants au triangle 
BAC , on aura dBC : dAB : : R xfin A :fin C x co/AC, 
on prouveroit de même que d BC : dAC : : R X JînAz 
fmB X cofAB. C. Q- F. D. 

Théorème XI. 

284. La variation du côté adjacent aux angles conf* 
tants eft à celle de V angle oppofé , comme la fécante de 
fiomplément d!un côté quelconque ejl au Jînus de Vangle 
confiant fur ce côté ; c'eft-àdire , que l'on aura . . . . • 
dBC : dA : : cofec AB:JinB:: cofec AC :fin C. 

Démonstration. 

On fait que la cofécante d'un arc eft égale au quarré 
du rayon divifé par le fmus de cet arc. Ainfî tout fe 
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réxkit à prouver que dBC: dA:: RR iJînB xjzn AB J 

ce qui fe prouvera par le moyen du trijingle D £ F , 

comme on vient de démontrer le dernier Théorème. 

CQ.KD. 

TnéoREME XII. 

285*. La variation (Tun côté quelconque oppo/e à Vun 
des angles confiants y eft à la mefure de la variation du 
troijîeme angle , comme la cotangente de Vautre côté eji au 
Jinus de ce même angle variable; c'eft-à-dire,que l'on aura 
dABJA : : cot ACfin A;ou que dACidhv.cot AB zJznA. 

DéMONSTRATION. 

Cette propofîtion fe déduira immédiatement du Theor 
rême IX , en applicant ce Théorème au triangle DEF , 
& faifant les changements convenables. C Q.K D. 

Corollaire I. 

2 8 5. Il fuît du dernier Théorème que les variations 
des côtés AB , AC oppofés aux angles confiants font 
comme les tangentes de ces mêmes côtés. 

Corollaire II* 

287. Si Pon fuppofê le triangle reftiligne, le premier 
Théorème dans la fuppofîtion aftuelle nous apprend que 
la différentielle du côté variable eft à celle d'un côté 
quelconque, dans la raifon du finus des angles oppofés , 
ce que l'on fait d^ailleurs par la Géométrie Elémentaire. 
Le fécond Théorème ne nous donne rien à connoître , 
parce que dA devient zéro dans un triangle rcftiligne , 
dans lequel on fuppofe deux angles confiants. Le troî- 
fieme ne nous çn apprend pas davantage par la même 
raifon. Enfin le dernier Corallaire nous apprend que les 
variations des côtés font comme les côtés eux-mêmes, ce 
qui efl conforme à ce que nous démontrons dans la'Géo<« 
ihétrie Elémentairet 
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Observation* 



V 288. On auroît pu démontrer aifément les Théorê-i 

' mes qu'on vient de voir par les figures de nos prpjec- 

tions , en cherchant les rapports évanouiflants des diffé- 
rentes lignes qui y font tracées. De même on auroit en*^ 
core pu les déduire des formules analytiques que l'Al- 
gèbre nous a fait découvrir, en fuppofant quelques- 
unes des lettres a,b yCfdyfjgScc , variables fuivant les 
conditions du Théorème à démontrer , Se paflant enfuite 
des différentielles des (înus , tangentes 9 &c , à celles des 
arcs de cercle. Mais la méthode de M. Cotes m'a paru 
la plus lumineufe , & en même temps la plus facile i 
c'eft pourquoi , je n'ai fait , pour ainfi dire , que traduire 
fon excellent morceau : De afiimatione errorum in mixtâ 
Mathejî. On me pardonnera d'avoir tâché de (împlifier 
encore cette théorie, en l'appliquant aux triangles reâili- 
gnes par de (impies Corollaires. Il ne nous refte plus que 
de faire quelques applications de cette théorie à différents 
exemples. 

F&EMiEK Exemple. 

rs8p. Soit une hauteur AB qu^il faut mefurer avec un 
injlrument, au moyen duquel on ohferve V angle ACB. On 
demande quelle erreur on peut commettre fur cette hauteur^ 
diaprés celle qui peut avoir lieu dans la mefure de Van-- 
gZe(fig. 30). 

Solution. 

Il eft évident que dans le triangle BAC ,. le côté AC 
& Fangle droit reftent confiants. Donc on aura (n». 25* 8) 
dAB:dC::BC :fin ABC : : 2AB : fin 2 ACB. Car 

' en fubftituant kjîn sACB fa valeur — ^- y 

cette proportion devient BC : R: :AB:Jin ACB; donc 
la variation de la hauteur AB eji à la mefure de la varia-* 
tion de V angle C, comme le double de cette hauteur eJi an 
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Jînus du double de V angle obfen/é. Donc Terreurquî peut 
avoir lieu dans la détermination de cette hauteur , fera la 
plus petite poflible , lorfque le finus du double de Tanglc 
obferv'é fera le plus grand poffible. Ce quia lieu , lorfque 
cet angle eft de 4J**. Ainfi dans le cas où il faudroit dé- 
terminer une hauteur comme AB, par Tobfervation d'un 
angle en C , il faudra faire enfqrte que l'angle obferré 
foit le plus près qu'il eft poffible de 4y^ C. Q. F. T. 

^po. Voyons préfentement jufqu'où peut aller l'erreur 
du côté AB , en fuppofant que l'on fe foit trompé d'une 
minute dans la détermination de l'angle. Si l'on donne 
au rayon looooooo l'arc d'une minute qui mefure 
l'erreur fuppofée , fera de apop , dont le double eft 
58x8. Or cette quantité eft au finus du double de l'an- 
gle demi-droit ou au rayon : : i : 171p. Ainfi dans la 
fuppofitîon adluelle on peut fe tromper fur la hauteur 
AB de 7~^. Cette erreur augmentera ou diminuera dans 
la raifon des erreurs qui auront eu lieu relativement à cet 
angle fuppofé de 45**. Si l'angle obfervé eft plus 
grand ou plus petit que 4J**, l'erreur augmentera dans la 
raifon du rayon au finus de l'angle double. 

Second Exemjle. 

2pi. On demande Vheure du jour ou de la nuit par la 
hauteur ohfervée d'une étoile ou d?un ajire quelconque ; 6* 
Von propofe dajjîgner V erreur du temps diaprés Verreur 
connue dans la hauteur ohfervée ( fîg. 3 1 ). 

Solution. 

Soit le triangle fphérique PZS dans lequel P eft 
le pôle, Z le zénit de l'obfervateur, & S l'aftre ou 
l'étoile obfervée ; PS eft le complément de la dé- 
clinaifon de l'aftre , PZ le complément de la latitude , 
ZS le complément de la hauteur. L'angle ZPS eft 
l'angle horaire variable compris entre les côtés conf- 
iants PZ^ PS. L'on aura la yariatipn de l'angle 

horaire 
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libraire SPZ à la variation du côté oppofé SZ , comme 
la cofécante de l'angle P SZ eft au finus de Parc P Z 
(n^ 2j6) , ouiP : dZS : : R' :finZxfin PZ; mais la 
variation de l'angle en P eft la mefure de l'erreur du 
temps : ainfi l'on peut prendre d P pour Terreur même du 

tetnps , & l'on aura dP o\xdt=s r Zx ft PZ * ^'Q'^» ^* 

COROLLAIKE. 

2p2. Il fuit de-là qu'en fuppofant la même erreur 
dans les obfervations & la latitude de l'obfervateur auflî 
la même^l'erreur du temps ne changera pas quelle que foit 

la hauteur de l'aftre dans fon vertical » puifque ^ p^ 

fera toujours une quantité confiante. De plus , on voit 
que dans la mêmefuppofition de la latitude confiante, l'er- 
reur du temps fera la moindre pofiible^ lorfque Tafire aura 
étéobfervé dans le premier vertical. Enfin fi l'on fuppofe 
deux latitudes différentes 5 l'erreur fera la moindre poili- 
ble, lorfque l'obfervateur fera à l'équateur , ' & qu'il ob- 
fervera un afire placé dans le premier vertical. 

Par exemple,en admettant ces deux conditions : Si l'on 
fuppofe de plus qu'on fe foit trompé d'une minute dans 
l'obfervation de la hauteur; l'on trouvera , en faifatit le 
calcul , que l'erreur efi de 4 fécondes de temps. Si nous 
fuppofons à préfent que l'obfervateur s'éloigne de l'é- 
quateur^cette erreur fera à la précédente dans la raifon du 
finus total au finus de complément de la laiitude , Tafire 
étant toujours obfervé dans le premier vertical. Ainfi 
pour une latitude de 45'®, l'erreur fera de y '^ f; pour une 
latitude de jo®, l'erreur feroit de 6'^ ^i & pour une 
de $ î% l'erreur fera de &^ j|. Enfin fi l'aftre a été ob- 
fervé dans un vertical quelconque incliné au méridien , 
l'erreur augmentera encore à l'égard de celles trouvées 
précédemment dans la raifon du rayon au finus de cet 
angle i & fes variations fuivront en même temps les var 
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nations de l'erreur primitive fuppofée dansl'ob{èrvatloii« 

Troisième Exemple, 

293. Soient LSK, b-U S^¥J deux cercles almikan^ 
tarais ou parallèles à Phori^on ( fig. 32). S, S' les points 
où ces cercles font rencontrés dans un même jour par un 
ajlre dont la déclinaifon efi fuppofée la mîme pendant tout 
ce jour : on demande quel doit être le rapport des angles 
PSZ, PS^Z de chaque cercle horaire PS, PS' avec le 
vertical correfpondant ^ pour que le temps que Vaftre em- 
ployefa à pajfir d^uti almïkantarat à Vautre , foit le plus 
court pojjihle. 

Solution. 

L'ënoncë du Problême fait voir que dans les triangles 
PZS, PZS', les côtés PZ & ZS,ZS' font confiants, 
tandis que les côtés PS, PS' varient. Soient donc nommés 
h Se h' les angles horaires en P ; S &S' les angles à l'aftre 
en S & S' de chaque cercle horaire PS, PS' avec le verti- 
cal correfpondant ZS & ZS' ; & foit D la déclinaifon dont 
la variation fera dD q^c nous ferons négative, parce 
que , fuîvant la figure , fi cette déclinaifon eft boréale 
comme nous Tavons fuppofé ici , les arcs PS , PS' di- 
minuent à mefure que la déclinaifon augmente. Cela 

pofé,onauraparlen^275),ife==— ^fLJL-; & pareil- 
lement i A' = -— — ^^^:g — . 3>onc , puifque le temps par 

l'arc SS' doit être un minimum , la différence des varia- 
tions des angtes horaires doit être égale à zéro; ce qui 

donnera *— 1 : — -— — == o ; d'où Ion 

' cofu *^ cofu 

. tire fur le champ cet S^^ssx cof S ; ce qui m'apprend que ce 
jour-là les angles S',S doivent être égaux* Si l'aftre eft 
le foleil , & fi l'un des almikantar ats fe confond avec 
l'horizon » 8c que l'autre foit le cercle crépufculaire que 
l'on fuppofe communément de 18^ au*dd(fous de l'ho^ 



r 
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Itîxon , le (ymptome qu'on vient de découvrir , m'ap- 
prend que ce jour-là les angles au foleil , foit à l'horizon , 
foie dans le cercle crépufculaire^ font égaux. Ce même 
fymptome fervira donc à trouver le jour du plus court 
trépufcule , en cherchant d'abord quelle doit être la 
déclinaifon qui répond à ce rapport déterminé pour les 
angles au foleil. C'eft ce que nous allons faire dans le 
Problême fuivant# 

^P4. Suppofant égaux Us angles de chaque cercle ho^ 
taire avec le vertical qui lui répond ; on demande quelle 
doit être la décUnaifon qui lui répond ( fig* 3 2 }• 

Solution* 

Soient S 8tS^ les angles de chaque cercle horaire avec 
le vertical 5 & C , CMes dîftances de chaque cercle pa- 
rallèle à l'horizon à ce même grand cercle. Soît de plus L 
la latitude du lieu, Se D la décUnaifon de l'aftre ; on aura 
pour le triangle PZS ( n^ rza; ) ''f^^'of^ ^ 

' : — ^-r^ , & pour le traangle PZS 

cofDxcofS' RxJmL^fmCxfinU _ . , 

. S" ^== — ^^ TTTf • Nous avons mis le 

figne "f« dans la féconde formule » à caufe que ZS^ efl: 
obtus , ainli que Tangle oppofé. Donc , puifque les pre- 
miers membres de ces équations font égaux, les féconds 
le feront aiiffi , & donneront cette nouvelle équation 
R xfin L X cBflZ'^finC xfinù x co/05= R xJinLxcofC 
^finO xJinDxcùfC, d'où l'on tke tout de fuite 
cette proportion : 

finCxcofO+finCxcofO: ^x(cofO'^cofC)::JinL:finl>, 
ou n^ 8<$.XC-hC) : co/C— co/C: ifinLifinD, 

ou bien encore (par les n"*'. 73 &P5 ) cqf^ — ■ i; 

fin i— Z^ ;: JînL :fin D, 
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Si donc on fuppofe^ comme cela a lieu dans le cas dof 
plus court crépufcule que C foit zéro , on aura cette der-* 

niere proportion R : — tang — : :Jîn L :Jin D ; c'eft- 

à-dire , le rayon ejl à la tangente de la moitié de Vahaif- 
fement du cercle crépufculaire aù-dejfous de Vhori\on\cemmt 
le Jînus de la latitude ejl au Jinus de la déclinaifon du 
foleil. Comme cette déclinaifon eft négative à caufe que 

C 

tang — ett précédée du figne — , on voit que la dé- 
clinaifon du foleil doit être de dénomination contraire 
à la latitude. C. Q, F. T. & D. 

Ancienne Solution. 

2^^. Soit u le cojînus de Tangle horaire à l'inftant ©S 
finit le crépufcule. L'angle fera rcpréfenté par cette in- 
tégrale / ^ Soit pareillement j le cojînus de 

Kr^- «^ rdz 

rare femidiurne , cet arc fera r— :^ — =1» Donc il 

faut fuppofer — ' — mzzz = o. Nom- 

mons c le Jînus de la latitude Se g fon cofinus ; h le Jînus 
de l'abaiflement du cercle crépufculaire au - deffous de 
Thorizon , &^ le finus de la déclinaifon j on aura • . • 

Ar* - cry _ cry . ,. 

U = ■ — ^ , & ? = — ^ Au moyen de 

ces valeurs , cbaifons u8c i dans la première équation , 
& divifons la transformée par dy; nous aurons hy^, 
^2cry^ — g^hy^ ^^ 2cr^y — c*Ar^st=:0. D'où l'on tire 

y=:r8cy=i — r; & encore jy = — cr -Kr^-fe* 
& y = — ^Iltil^llzilqui font les quatre valeurs de 

h 

l'inconnue y dans cette^quatîon. 

Les deux premières valeurs indiquant le foleil au polç 
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bl il ne peut phyfîquemcnt arriver , font étrangères à l^ 
queftîon, & ne nous donnent rien à connoître. Des deux 
autres, la plus grande donne le minimum de la fomme de 
Parc fémidiurne , & de Parc parcouru depuis midi jufqu'à 
la fin du crépurcule;& la plus petite donne U minimum 
de la différence des mêmes arcs que nous cherchons, ^ 
Aînfi la déclinaifon demandée a pour (inus 

y = — îlltlilllll^. Donc fi Pon nomme t la tan- 
^ h ' 

gente de la moitié de Pabaiflement du cercle crépufculair^ 

au-deffous de Phorizon, on aura ^ = — — ; ou r : f : : c : 

— y. Ce qui nous apprend , comme nous Pavons déjà 
vu par notre première Solution , que la déclinaifon du 
foleil eft de dénomination contraire à la 'latitude dpPob- 
fervateur. 

Observation. 

a$6. Il fuît de notre première Solution que fi deux 
triangles fphériques ont deux côtés égaux chacun à cha- 
cun avec un angle auflî égal oppofé à Pun de ces côtés 
égaux, on aura cette analogie: Le co/znuj dû côté oppofé à 
Vangle égal , efi au cojinus de Vautre côté adjacent au 
même angle égal ; comme le cojînus de la demi -- fomme 
des autres côtésyefi au cojînus de là demi-différence des mêines 
côtés.OcR. ce qui fe déduit immédiatement de ce que Pon a 

<^of(~—^:Jîn (-^): ://iL:7?nD,enfaî- 

fant attention que les dénominations particulières au pro- 
blême peuvent être généralifées , en ne confervant que ce 
qui eft effentîel aux triangles que Pon eft obligé de confî- 
dérer. 

- Si Pon demandoît pareillement quelle doit être la dé- 
clinaifon d'un aftre , pour que dans Pîntervalle de deux 
angles horaires donnés , le changement en hauteur fût le 
■moindre çoffible. On trouveroit par le même procédé 

L iij 
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€ôj [^ J : : tang L : wng U. 

Quatrième Exbkflx. 

Problème. * 

apy. Trouver en tout temps la correBionqu^ il faut faire 
au midi conclu par les hauteurs eorrefpondantes d*ùn aftre 
dont la déclinaifonfubit une petite variation , pendant Vin^ 
tervalle des deux hauteurs égales (fig. 32 ). 

Solution. 

Les Ailronomes 9 pour s'ailûrer de Pinftant du midi^ 
obfervent la hauteur du centre du foleil quelques heures 
avant midi ; & quelques heures après , ils obfervcnt Tinf- 
tant auquel cet aftre eft à la même hauteur fur ^horizon : 
le milieu de Tintervallç de temps compris entre ces deus; 
obfervations & compté fur la pendule , marque Pinftant du 
paffage du foleil par le méridien. Cette méthode feroît 
cxaéle & rigoureufe fi la déclinaifon du foleil n'c- 
prouvoit aucune variation dans l'intervalle des obferva* 
tions; ce qui n'a jamais lieu rigoureufemént. Leten^)! 
des folftices eft celui oh cette erreur eft la moindre pof- 
fible , parce que pour lors le foleil ne change pas fe»fîble-' 
ment de déelinaifon pendant deux ou trois jours^ Dans 
tous les autres momeiits de l'année , cette opération a 
befoin d'une correélion qu'il s'agit de déterminer par ce 

{)roblême. Car il eft vifible que lorfque le foleil eft dans 
es fignes afcendants^il arrive plus tard à la même hauteur; 
& dans les (ignés defcendants^ il arrive plutôt à la même 
hauteur : il faut donc dans les fix premiers mois re^ 
trancher quelque chofe ^ & ajouter quelque chofe dans 
les fix autres mois pour avoir l'inftant précis du midi* 

Pour trouver cette correâipn; foit Vs un cercle ho- 
raire très-voifin de l'arc PS , & termina à ce même almi- 
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tantarat LSK (/g, 3^)> il eft vlfiblc que lamcfure de 
l'angle SPs réduite en temps exprime de combien le fo 
leil eft arrivé plus tard ou plutèt l'après-midi à la même 
hauteur que le matin. Donc la moitié de cet arc fera ce 
qu'il faudra ôter où ajouter à l'inftant du midi conclu 
par la hauteur correfpondante. Cela fuppofé j (i le chan-* 
gement en déclînaifon eft aflez petit , pour qu'on puiflç 
le confondre fenfiblement avec la variation naiffante ou 
la^ différentielle de l'arc PS ; il eft vifible qu'au triangle 
FZS y les arcs PZ & ZS demeureront confiants ^ tandii 
que le côté P S eft variable. Or nous avons trouvé 

( art. 280) que dB : dBCi'-'SLj^ ^ lîîJg. : R : en 
mettant B , A , C aux points P , Z, S , t:e qui donne 

,p tangVS / rang, latitude rang, d éclinuifon \ ^ 

R ^ fin? — tang P ^* 

formule eft précifément celle que donne M. de Mau- 
PERTuis, p. 3 4 de fooAftronoroie Nautique. Le figne-H 
a lieu, lorfque la déclinaifon eft auftrale; il eft négatif» 
lorfque la déclinaifon eft boréale , comme il eft aifé de 
s'en aifûrer par le détail de nos Solutions géométriques, 
La moitié de cet arc réduit en temps fera k corredio^ 
demandée. C. Q. F. T. 

Ceux qui feroient curieux de voir un plus grand 
nombre d'applications de ces analogies différentielles , 
peuvent avoir recours aux Mémoires de l'Académie an- 
née 1744. On en trouvera auBî un grand nombre dans 
l'Aftronomie de M. de la Lande. Nous obferveron* 
feulement que fouvent plufieurs de ces folutiôns ne font 
pas d^ns une rigueur vraiment Géométrique { mais elles 
approchent d'autant plus de la précifion que les arcs 
que l'on confidere , peuvent plus aifément être pris pour 
des arcs naiflfants. Nous tcrmincrOTs ce Chapitre par la 
folutîon d'un problême plus curieux qu'utile , mais qui 
néantmoins nous apprend encore* des vérités întéreffan- 
tes par la fîmplicité de la folution à laquelle on arrive. H 

Liv 
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s'agit dans ce Problême de trouver la furface d'ufi 
triangle fphérique quelconque. Plufieurs Géomètres & 
M. Jacques Bernoulli entr'autres , ont cherché la 
quadrature de cette portion de la furface <le la fphere ; 
Us ont eu pour Pélément de cette furface une différen- 
tielle dont l'intégrale dépend de la quadrature de l'hy- 
perbole. La folutioti que je donne ici ^ & que j'ai tiré de 
TA. Wallis y eft certainement la plus élégante que Fou 
puiffe découvrir , & pourroit indiquer des moyens de 
ramener à la quadrature du cercle des intégrales d.e différ 
rentielles afTez compliquées. 

Problème. 

ip8. Trouver la furface di un triangle fphériquequeU 
conque BAC (fig. 33 ). 

Solution. 

Soient d*abord prolongés les côtés AB & BC d'un 
angle quelconque B , de manière que BAfc , BCfc ; AB^, 
CBc foîent chacun des arcs de 180®: il eft vifible que 
le triangle AiC fera égal en tout au triangle aBc. Soit 
conçu un plan qui paffe par les points A , C ; ^ , c , & par 
iconféquent par le centre de la fpbere ; ce qui donnera la 
furface ACB a c égale à celle d'une demî-fphere, que nous 
défignerons par 5 , en faifant le rayon de fon grand cer- 
cle =;r, & la circonférence = c. Enfin foient encore 
défignés par les lettres M , N , O , P, n les triangles 
ABC , CB a , û B c , c BA , A i C. Cela pôfé , la portion 
ou le fufeau fphérique iABCè, fe déterminera par. 

cette analogie c : B : : j : — î-=M-+- n,ouM-+-N;de 

c 

même le fufeau ACtfBA fe déterminera par cette autre 
c:A:: J : ^ =MH- O; & le fufeau CBcAC fe 
prouvera en faifant c:C:: 5:*r = M-+-P. 

c » 

Donc en raffemblant toutes ces égalités ; on aur^ 
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B-hA + Cx-=3M+N+ O-t-P; & à caufe 

que M-hN •+. O -4- P = 7 i , on trouvera M ou l'aire du 

triangle BAC = "*" ■ - '^ xs — js; Se parce que la 

iurface de la demi-fphere = cr, on aura enfin l'aire du 

triangle fphérique BAC= ^ ^xr—jcr ou 

f J xr; c'eft-à-dire , qu'il faudra ajouter 

les trois angles du triangle rphérique» en ôter la circon*-* 
férence ou ôter cette même fbmme de 3 60^, lorfqu'elle 
furpaiTera quatre angles droits j & multiplier la demi- 
différence par le rayon. 



CHAPITRE SIXIEME. 

Application des Règles démontrées dans 

les Chapitres précédents à quelques Pro^ 

blêmes d' Aftronomie fphérique. 



\^ u o I Q u'a V e c les Tables que nous avons ajoutées 
à la fin du fécond Chapitre , on foit en état de réfoudre 
tous les problêmes qui fe réduiront à quelques-uns des 
cas des triangles fphériques reâangles ou obliquangles ; 
néanmoins comme ceux qui n'auroient pas un certain 
ulàge des calculs trîgonométriques , pourroient craindre 
de fe tromper dans l'application de ces règles aux nom- 
bres , j'ai cru ne pouvoir me difpenfer d'ajouter ici un 
certain nombre d'exemples , afin de rendre ce petit 
Traité le plus complet qu'il feroit poffible. J'auroîs pu, 
comme tous les Auteurs Trigonométriques , faire ces ap- 
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plications fur des triangles quelconques , dont les partiel 
n'auroient eu aucune dénomination particulière ; mais 
f ai mieux aimé fuppofer tous ces triangles relatifs aux 
cercles de la fphere , afin de rendre ces foiutions plus in« 
téreifantes pour les Commençants, 

Nous fuppoferons donc toujours dans la fuite les prin- 
cipaux cercles de la fphere défignés , comme ils fe trou* 
vent marqués dans la figure 34. HOR efl l'horizon ; 
réquateur AOQ ; l'écUptique lEL. Faifant avec Té- 
quateur un angle qui diminue très - lentement > & que 
nous fuppoferons avec tous les Aftronomes pour le 
temps préfent de 23^28' 30''. PZH eft le méridien dans 
lequel les points P , p repréfentent les pôles ; fa voir , F 
celui qui eft élevé fur Phorifon , & p celui qui eft abailTé 
au-deflbus. Nous fuppoferons la hauteur du "pôle de 
48° J i', telle quMle eft pour la vïWc de Paris. Enfin nous 
défignerons un aftre quelconque par S. Nous fuppofons 
qu'on fait ce que c'eft que la déclinaifon d'un aftre , fon 
afcenfion droite , fa longitude Se fa latitude j ainfi que 
les principaux cercles de la fphere , dont on trouve des 
notions fuffifantes dans tous les éléments de la fphere. 

Pkobleme I. 

2pp, Connoijfant le lieu du foleil dans VécUptiquei 
trouver fa déclinaifon ou fa diftance SD i Véquateur 

(%-34)- 

Solution. 

Soit S le lieu du foleil i S"" 24' du taureau ; donc l'arc 
ES fera de 48° 24'; ainfi dans le triangle SDE reftan- 
gle en D, on connoît Thypoténufe ES , & Tangle DES 
de 230 a8^ 30'' égal à l'obliquité de l'écliptique. Oa 
aura donc par la table des triangles reftangles **..•; 
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Op6ration par Logarithmes. 






5'i474047«= ^•i- /»• Î7* ïp'4y'« 

Problème IL 

300. Connoijfant la décUnaiJhn dafoleil^ & de plus 
'dans quelle faifon de Vannée onfe trouve détermintr U 
lieu du même aftre dans Vécliptique ( fig. 34 j. 

Solution. 

Suppcfons aue la dëclinaifon du folell «ft boréale 
de 17° 15)' 49'^, & que l'on eft dans le printemps ; il 
faut trouver l'arc ES de l'écliptique compris entre le 
foleil & le premier degré d'Ariès. Il eft vifible que dans 
le triangle reftangle DES , on connoît Tangle E avec le 
côté DS qui lui eft oppofé. On aura donc Thypoténufe 
£ S par l'analogie commune qui donne ••.••.• 

JmES=33•^— «r^, 
JîH DES 

Opération par Logarithmes. 

^,474047 a log.Jttt. DS = 17** 19' 4P '. . 

o>3PP737 = comp.Arh.JsH ^^** iS' ^o'\ 
*' P.873784 «5 %. fin. ES a 48* 24' o". 
S G H O L I S. 

301. On voit par ces deux problêmes comment on a 
pu par l'obfervation dreffer des tables du mouvement du 
ibleil dans Técliptique & de fes variations : car après 
avoir bien établi la latitude du lieu de l'obfervateur & 
fixé un quart de cercle dans le plan du méridien » l'ob- 
fervation de la hauteur méridienne du foleil donne fa 
déclinaifon ou fa diftance à l'équateur , de laquelle il a 
^té facile de conclurechaque jour fa longitude ^ comme 
on vient de fairct- 
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Prob xeme III. . ^ 

302. Connoijfant le lieu du foleil dans Vécliptique $ 
trouver f on afcenjîon droite; ou, ce qui revient au même, 
le point D de Véquateur qui pajfe au méridien en même 
temps que le foleil (fig-J^). 

Solution. 

Suppofant toujours l'arc ES de 48^ 24' o", il s'agît 
3e trouver Tare ED. La Table des triangles reélangles 
donne pour ce cas r^ng ED= '^"^ê^^y^cof^^S^ 

R 
Opération par Logarithmes^, 

lo,of i^^5 = log. tang. 48® 24' o". 
5,9^1480 = /og. cojin. 23** 28' 30", 

10,0x4145 = log. tang. 45® 55' 58"' 

Problème IV» 

303. Connoijfant la latitude d^unUeuGrîa déclinaifon 
du foleil; trouver fon amplitude orientale ou occidentale , 
c^eft^-à'dire , à quelle dijiance de V orient ou de l^ occident 
vraife levé ou fe couche le foleil (fig. 34). 

Solution. 

Suppofant toujours la latitude de 48^ y i' o'^ & que 
la déclihaifon du foleil eft boréale de 18*^ 30'; il eft 
vifible que ' le problême fe réduit à trouver l'hypoténufe 
d'un triangle redangle DOS , dans lequel on connoît 
l'angle DOS conaplément de la latitude avec le côté DS 
ég^\ à la déclinaifon du foleil. On aura donc par Tana- 

logie commune fin OS = ^ DO S* 

Opération par Logarithmes* 

5,50T47é? = log. fin. OS = x8* 30' o"« 
o>i8i753 = com.AJog.fin.j^i^ 9* ©'• 

^,^83 22^ s log. fin. OS = x8^ 4P' 45"* 
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COROLLAIRSL 

504. Il fuit de ce qui précède que fi l'on connoit 
la déclinaifon du foleil & fon amplitude , on connoî-; 
tra aifément la latitude du lieu ; car fuivant ces fup«« 
pofitions au triangle reâangle DOS , on connoî«« 
tra , outre Pangle droit, le côté DS & Phypoténufe ; 

on aura donc Jîn DOS =; /^" ^ ^ & par logarithmes ; 

^,50147^ = log,J!n. t8» 30' o". 
0,31^771 = comf.arit.hg»Jin.x%^ ^S^' 4i**9 
. ^,Si8247 = log.fin. 41**^' o", donc la latitude eft de 480 j 1/ o"^ 

Corollaire IL 

30 J, De même connoiflânt l'amplitude OS & la lati- 
tude d'un lieu , on trouvera la déclinaifon du foleil qui 
convient à cette amplitude; on aura donc ; 

/• ^o /înOSx/vîDOS „ r .1 

fin DS = -= ^ , & par Logarithmes 

9,6%l^l9 = log. fin. ^^^ 49' 45"« 
^,818247 = /og. 7?». 41^ 9* o". 
$9501476 = log, fin. i8<> 30* o"« 

Problème V, 

306. Connoijfam la latitude et un lieu , & Ze degré du 
foleil dansVécliptique; trouver le point de Véquateur qid 
eji à Vhorifon , en même temps que le foleil y ou y ce qui re- 
t^ient au même Vafcenfion oblique qui convient à cette lati^^ 
tude & au lieu du foleil. 

Solution. 

Suppofons y comme dans le premier Problême ^ que le 
lieu du foleil dans Técliptique eft 18*^ 24' du tau- 
reau. Nous avons déjà trouvé fa déclinaifon de 17^ 15)' 
49'' ( n^ ;ipp ). Donc au triangle reftangle DOS , Ton 
connoît le côté DS & Pangle DOS complément de la 
latitude 3 le côté OD eft celui qu'il faut trouvef* La Ta-* 
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ble générale des triangles red:angles donne •«•••« 

OPÉRATION PAR LoÔARtTHMES* 
P,04ii7 « log. iOf^. ... I7<> 19' 4P". 

^,55x758 « /o^. jî». OD = xoo 55' ly''. 

Si de l'afceniion droite DE que nous avons trouvée 

(n\302) de^y*" $$^ 58'' 

on ôte Tare que nous venons de trouver . 20** $S^ i $^^ 

^n aura pour l'afcenfîon oblique £0 . • 2^^ o' 43''» 
S c H o L I E. 

307. On fait qu'à Péquateur les jours font comî- 
tiuellement égaux aux nuits , parce que dans la fphere 
^droite le point D fe confond avee le point O. Dans la 

' fphere oblique Parc DO exprime ce qu'il faut ajouter ou 
ôter àpo° pour avoir la durée de la moitié du jour, fé- 
lon que le foleil çft dans les fîgnes feptentrionaux ou mé- 
ridionaux pour une latitude boréale. On voit aifément 
que je n'ai point égard ici à l'augmentation caufée par U 
réfraâion. 

PRbBi:.EM(B VI. 

308. Connoijfant la latitude , & le lieu du foleil dans 
Vécliptique ; trouver Vangle de Vécliptique avec Vhoriion 
à Cinjiant du lever de cet ajire. 

Solution. 

Suppofent toujours que le lieu du foleil eft 1 8^ 24'i 
du taureau ; que la latitude eft de 48® y i' ; fon com- 
plément AOH ou DOS fera de 41° p' o^'. Nous avons 
déjà trouvé au ( n^. app ) Parc DS de 1 7"^ ip' 4p''. Avec 
cet arc on calculera , comme au Problême IV, Pampli- 
tudc orientale OS dont on trouvera le logarithme de 
iînu$ss3p^(5y 5800* Déplus nous venons de trouvei; 
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pour les mêmes données au dernier problême EO =a 
'^j^ o' 43^'. Donc par l'analogie commune entre les 
fînus des côtés & ceux des angles» oppofés y on trouvera 

fin ESO = — ^"ôs • 

Opération ?ar Logaeithmes. 

9,6oo%6j = log. fin, • • 230 18' 30". 
^,626141 = kg. fin. • « ac* ô' 43". 
0,344100 = Comp, A. /og» T^n. OS» 

9,570604 ss log.fin.ESOs 11^ 50' 31". 
S C H O L I H. 

90p. Par des calculs à peu près femblables à ceux de^ 
problêmes précédents , il feroît aifé de trouver l'arc lE ' 
de Pécliptique compris entre le méridien & l'interfeftion 
du même écliptique avec Péquateur. Car ayant l'afcen- 
fion oblique £0^ on a Tare ÂE de Péquateur qui en eft 
le complément; donc au triangle redangle IAE,oii 
connoît le côté AE avec l'angle en E égal à l'obliquité 
de Pécliptique. On connoîtroit de même l'arc du méri- 
dien compris entre Péquateur & l'écliptique ; ainfi que 
l'angle de l'écliptique avec le méridien & ParcIS compris 
entre le méridien & Péquateur. 

J'ajouterai encore ici un problême dont la folution ne 
dépend que d'un triangle reâangle ordinaire , quoique 
M. DE Maupertuis y ait employé le calcul diflférentieU 

Problème VIL 

310. Connoijfant la dédinaifon d^un aftre avec la lati-> 
tude deVobJèrvateur; tr ouvert^ ^ le moment auquel il par oit 
monter verticalement fur Vhoriion ; a^, la hauteur de 
V aftre dans le vertical; 3^, V angle de ce même vertical 
avec le méridien ( fig. 34 ). 

S o II U T X o K, 

Four peu qu'on faCe attention à la naturç du problêr 
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me , on voit que Paftre , en décrivant fon parallèle ; r\6 
peut s'élever perpendiculairement à l'horizon , qu'autant 
que fon parallèle pourra être touché par un vertical ; & 
que Paftre fe trouvera dans le point de contafl: de fon 
parallèle avec ce même vertical ; ce qui aura lieu deux fois; 
dans une révolution de 24 heures* De plus, il efl aifé de 
reconnoître qu'un parallèle quelconque ne peut être tou- 
ché par un cercle vertical , qu'autan^ que la diilance de 
ce parallèle à Péquateur fera plus grande que la lati- 
tude de Tobfervateur. Car dans le cas où elle feroic 
moindre & de même dénomination que la latitude , il 
eft clair que ce parallèle fera toujours coupé par quelque 
cercle vertical que ce puiffe être. Cela pofé , foit ZS% 
Un vertical quelconque qui touche le parallèle GSM ^u 
point S où fe trouve l'aflre dont la déclinaifon a pouc 
. complément l'arc P S. Il eft vifible à caufe du point de 
contaâ: du vertical & du parallèle , que Pard P S eft le 
plus petit qu'on puiife mener du point P au vertical 
ZST. Donc Pangle PSZ fera droit , & dans de trianr 
gle reftangle PSZ on connoît outre l'angle droit le côté 
PS égal au complément de la déclinaifon de Pétoile , âc 
le côté PZ égal au complément de la latitude de Poh- 
fervateur. Donc fi on connoît la différence d'afcenfîoa 
droite de Pétoile & du foleil , Pangle horaire ZPS don- 
nera Pinftant où cet aftre paroîtra s'élever perpendicu- 
lairement à Phorizon : le côté Z S donnera le complér 
ment de la hauteur de Taftre fur Phorizon , & Pangle 
PZS donnera la pofition du vertical demandé à Pégard 
du méridien. Soit donc L la latitude; D, la déclinaifon de 
Paftre; H,l'angle horaire ZPS; V, Pangle du vertical avec 
le méridien ; & H^, la hauteur de Paftre fur Phorizon 
lorfqu'il parôît monter verticalement , les formules des 

triangles reftangles donneront co/H= 1— ? — ^ ^ 

^" ^ = cofD ' ^f^"^^ — cofL" ' ^^^ applications 
en nombres n'auront aucune difficulté. 

Pkoblemk 
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ProblemeVIII. 

3 1 1« Connoijfant la latitude & la déclinaifon dufoleil^ 
trouver V heure de fort lever Sr de fort coucher (fig.34). 

Solution. 

Suppofant la déclinaifon boréale de 18^ 30^^ & h 
latitude de 48^ $ 1' o'^; il eft vifible qu'au triangle rec- 
tangle PSR , Ton connoît PR égal à la latitude & PS 
complément de la déclinaifon ; l'angle RPS eft celui 
.qu'il faut trouver 5 on aura dont co/RPS — s ^"*"^ RxR ^ 
Opération par Logarithmes, 

10^0^8541 « log. tang. 48^ fi' o" 
5^,583061 = co/RPS = é7* %9' I ?"• 

Pourfavoîr à* quelle heure du matin répond cette va- 
leur de l'angle RPS , on fe fervira de la Table fuivante > 
laquelle nous fait connoître que le jour où la décli<» 

naifon étoit boréale de 
18** 30' pour un lieu 
dont la latitude eft de 
48^ ;i', kfoleil ù 
levé à 4 heures 29 mi- 
nutes 57 fécondes. 

SCHOLIE», 

312. Si l'on connoiflToit déjà l'amplitude, il faudroît 
faire cette proportion pour avoir l'angle RPS :Ze cofiniis 
de la déclinaifon eft au Jînus total , comme le cojînus de 
Vamplitude eft aufinus de Vangle horaire RPS. Et ré* 
ciproquementjconnoiflant l'heure du lever ou du coucher 
du foieil , on connoîtroit Pamplitude orientale ou occî-^ 
/dentale par cette analogie : Le Jînus total eft au coftnus 
dé la déclinaifon , comme leftnus de Vangle horaire eft au 
sofinus de Vamplitude* 

M 
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On voit de même , que fi l'on connoît la dëcli- 
naifon du foleil & l'heure de fon lever, on trouvera aifé- 
ment la latitude; du lieu; puifque dans le triangle reébn-- 
gle SRP , on connoît l'hypoténufe avec Pangle P. On 
trouveroit aufli la déclinaifon du foleil par Theure de 
fon lever Se par la latitude. Enfin on peut appliquer 
cette folution au lever & au coucher des planètes & des 
étoiles , pourvu que Pon connoiffe leur déclinaifon & 
leur afcenfion droite. Car fi l'on cherche pour le même 
jour Pafcenfion droite du foleil par fa déclinaifon , en 
prenant la différence de celle de Pétoile & du foleil , & 
la réduifant en heures , minutes & fécondes par la table 
précédente , on aura le temps dont cet aftre fuit ou pré- 
cède le lever du foleil ; ce qui fera connoître dans quel 
temps de Pannée une étoile peut être vifible ou învifiblc 
fuivant fa diftance au foleil. 

On peut aufli faire ufage de ce problême pour con- 
noître laréfraâion horizontale d'un aftre. Car fâchant, 
par exemple, l'heure vraie du lever du foleil, &con- 
noiffant le temps apparent, il n'y a qu'à prendre la dif- 
férence que Pon réduira en partie de Péquateur. En- 
fuite on calculera le côté ZS relatif à ce nouvel angle, 
duquel ôtant 90®, le rcfte fera ce dont Paftre a paru 
plus élevé par la réfraâion. 

Problème IX. 
313. Connoijfant la latitude y la déclinaifon & la hau-^ 
teur du foleil fur Vhorlion ; trouver Vheure qu^il efi 

Solution. 

Soit la déclinaifon boréale de 18** 30'; la latitude de 
48® j i', & la hauteur du foleil de y 2** 3 j^ On connoît 
donc les trois côtés du triangle PZS , & c'eft Pangle 
ZPS qu'il faut trouver ; ce qui fe fera aifément par la 

formule Tzn i P = -■ ^,_ ~r^ ' dans la- 

rfinbxfinç 
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iqucîle 5 cft la fomme des trois côtés ; bScc font les côtés 
adjacents à l'angle demandé. L'opération fc pratique en 
nombre comme on le voit ici. 



37" xj' 0" 41° ? 0" 


» 


■ ,yoo 4' 0" e , ^f *' ^; 

3° 3t' o" = i/- 


c 


ii>,74<ît48 s: tog. fin 33° Jî' 

8,789787 = log-fin J* 3»' 

•,043043 = comp.ar. log, fin. 71° 30' 
o,i8i7<3 = comf.ar. log. fin. 410 ^' 



18,74^831 
^»3704Tî = log. fin. iP. a I3« 34' 14' • 

Donc Pangle ZPS== 27"* 8' 28'^ , & l'heure qui répond 
à cet angle 5 eft 10 heures 11 minutes :i 6 fécondes 8 tier- 
ces du matin , fi l'angle ZPS eft à l'orient du méridien ; 
ou 1 heure 48 minutes 35 fécondes 5* 2 tierces, fi le même 
angle eft à Toccident du méridien. 

COROXLAIRH. 

3 14. Ce Problême donne un moyen fiacile de connoî- 
tre la durée du crépufcule. Pour cela il n'y a qu'à conce- 
voir le foleilabaîffé de 18*^ au-deflbus de rhDrizon.(Ceft 
l'abaiflement que l'on fuppofc communément au cercle 
crépufculaire ). L'arc ZS fera de 108^; on calculera » 
comme dans le préfent Problême , Pangle horaire ZPS ; 
on le fouftraira de iSo®, & le refle réduit en parties de 
temps donnera le commencement du crépufcule ou le 
point du jour. Si c'eft la fin du crépufcule que l'on de- 
mande , ce fera l'angle ZPS lui-même qu'il faudra rér 
duire en parties de temps. 

Observation. 

Dans la pratique de ce Problême , il faut avoir (bin dç 

M îj 
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corriger la hauteur del'aftre par la réfra6l:ion,&par la pa^' 
xallaxe s'il en a une fenfible : on trouve des Tables de ces 
correétions dan^ la plupart des Traités d'Âftronomie. 

Pkoblbme X. 

31^. Connoijfant la latitude y la iéclinaifon dufoleil 6^ 
fa hauteur fur Vhori^on; trouver V angle que le vertical 
dans lequel fe trouve lefoleilfait avec le méridien (fig.3 j). 

Solution. 

Il eft vifîble par les données du problême que dans le 
triangle FZS , on connoît les trois côtés ; & c'efi Pangle 
F Z S qu'il faut découvrir , ce qui fe fera comme au 
problème précédent. Suppofant donc les mêmes don- 
nées qu'au problême précédent. 

Opération par Logarithmes. 

33'' n'= T ' • ^ 5>,74^*48 « log.ftn.is^b 
37^ 17*^ i f - c 9y7^$197 = log. fin. ^ s -- c 

0,1817^3 = comp.tfr./o^, jîff. 41® 9' 
0,116377 = comp.ar.log.fin.^s^ 2$* 

'19^9^997$ 
9,9649^7 = log.fin.i?ZS^ 134® 36' 6" 

& partant l'angle HZK du vertical du foleil avec le 
méridien de 45** 23' y^^'. 

S G H O li I E. 

3 i(f. Par cette opérarion, il eft aifé de connoître les 
quatre points cardinaux. Car faifant avec une ligne qui 
repréfente le vertical du foleil un angle égal à l'angle 
trouvé, l'on aura la méridienne. Cette méthode, pourvu 
qu'on ait foin de corriger la hauteur du foleil par la ré- 
Ka6lion , eft d'autant plus commode dans la détermina- 
tion de la méridienne qu'elle n'eft point fujette aux 
changements en déclinaifon qui ont lieu pour les hauteurs 
correfpondantes : elle fert aufli à déterminer la variai 
oon de la bouifole. 



Problème XI. 

r "317. Connoiffknt la latitude^ la àéclinaifon & Vhture 
-à laquelle le foleil s^eji trouvé dans un vertical dont on 
ignore lapojîtion; trouver V angle que fait ce mêmever'* 
tical avec le méridien ( fig« 3 ^ )• 

Solution. 

Par l'énoncé du problême , il eft vifible que dans le 
triangle fphérique PZS, Pon connoît les deux côtés PZ 
.& PS avec l'angle ZPS qu'ils comprennent. Suppofons 
donc la déclinaifon de 18** 30', & qu'on ait obfervé le 
foleil dans le vertical dont on demande la pofition k 
10 heures 1 1 minutes 26 fécondes. On trouvera par la 
Table donnée au problême VIII que l'angle horaire qui 
répond à cette heure, eft de 27® 8' 30'^ L'arc PS fera 
toujours de 71^ 30', & PZ de 41° p'. Cela pofé , pour 
avoir l'angle PZS , on abaiflera l'arc SR perpendiculai- 
rement au côté PZ, du fommet de l'angle o non cherché, 
fuivant ce. qne prefcrit la Table pour la réfolution des 
triangles fphériques obliquangles , & l'on aura d'abord 

tang¥R=s ^ — £ — , ce qui donnera PR qye 

nous avons nommé premier fegment. 

Opération par Logarithmes. 

j 

9>9493^t « log.cof. 170 8' 30" 
0,47^480 «s hg.tang. 71^ jo' o" 

10^414812 = log. itttig. 69** 23' 37' = PR* 

donc le fécond fegment RZ fera de 28® I4'37"5 ce qui 
donnera par la formule de la Table générale des triangles 

obUquanglcs Tang PZS^^^*^' «^ ^'>"^^"^^: ^^^^^S 

^ ^ ^ fin 280 14' 37". 

adiévànt l'opération comme on le voit ici : 
P,7op8if = log. tang. . . . X7® 8' 30" 
^,$71*85 = log.fin. . . , . ^* 25' 37" 
0,3 149 }é? = comf. ar. log.fin. x8» 14' 3/' 

0,00603^ s log. tang. t • 45" *3' U"- 
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S C H O L I E. 

518. Ce Problême peut fervîr à trouver la déclinalfbit 
d'un plan vertical quelconque. On pourroit aufTi l'em- 
ployer à déterminer les alignements d'une allée d'arbres 
ou d'une rue bien dreflee , en obfervant le moment où 
Tombre a pailé par le pied des arbres ou des murs. Si 
l'on connoit de plus la hauteur dufoleil fur l'horizon au 
moment de l'obfervation , le calcul deviendra encore plus 
iimple , & fe réduira à cette analogie : Le cojînus de la 
hauteur dufoleil efl aujînus de V angle horaire y comme le 
cojînus de la declinaifon de Vajlre eft au finus de V angle 
du vertical avec le méridien. 

PrOBX.£M£ XII. 

3 19. Çonnoijfant V heure qu'il eft y la déclinaifon 6* la 
hauteur dufoleil ; trouver la latitude du Zieii (fig. 35 )» 

Solution. 

Par les données du Problême , on voit que l'on 
connoît le côté PS complément de la déclinaifon avec 
l'angle P ^ & le côté ZS complément de la hauteur du 
leîl; & c'eft le côté ZP qu'il faut trouver. Suppofant 
donc, comme aux Problêmes précédents , la déclinaifon 
du foleil de i8® 30', & qu'il eft 10 heures 21 minutes 
a6 fécondes , ce qui donne Tangle P de 27° 8' ^of' y & 
que la hauteur du foleil eft de $2"" ^$' o'',d'où l'on 
conclura Tare ZS de 57*" 27'; pour avoir le côté PZ, on 
abaiflcra de l'angle S la perpendiculaire SR, & l'on déter- 
minera d'abord FR fuivant la table générale des triangles 
obliquangles par la formule rang premier fegment== cof 
angle donné, x tang côté adjacent ^ & enfuite on fera 
^ c^n- fissent 1<Pn,^o^,' 
^ fin \%^ 10 * 

fur le champ la valeur du côté PZ égal au complément 
de laJatitude^ 
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Opération par Logarithmes. 

t'. 9i9A9ll^ = log* ccf. 27* 8' 30" 
0,475480 =s log. tang» 71^ 30' o" 

0,424812 = log. tang. 69^ 23' 37'* 

*•• ^,54^475 = %• cof. . . • ^p<» 23' 37'^ 
9fi999^i = log. fin. ... 52° 35' o'' 
0,498514 a cwnf.arAog*fin.i%^ 3b' o'' 

9,9^^95^ = '<»^; ^«Z RZ = 280 14' 37" 

ôtant donc ce fécond fegment du premier que nous ve- 
nons de trouver de 69° 23' 37'^, on aura pour le com- 
plément de la latitude 41^ p' o'', & partant 48^ 51' o'' 
pour la latitude. 

Problème XIII. 

320. Connoijfant la décUnaifon du foleil, fa hauteur 
Cffon angle aiimutal, c'efi^â-dire , V angle que fait avec le 
méridien y le vertical dans lequel fe trouve cet ajlre au 
moment de Vobfervation ; trouver la latitude ( fig. 3 5). 

S o L T I a N. 

Il eft vîfible qu'au triangle PZS , on connoît le côté 
PS&lecôtéZS avec l'angle PZS oppofé au côté PS. 
Donc pour avoir le côté ZP, fuivant la Table pour les 
triangles fplTériques obliquangles , on abaiflera du fom- 
met de l'angle S un arc SR perpendiculaire au côté in- 
connu, & Ton aura I^ tangKZ ^^of^ZSxtangZS 

•' cof ZS 

Si donc on fuppofe la dêclînaifon du foleil de 18^ 30', 
fa hauteur fur l'horizon de 52** 35 , & l'angle du verti- 
cal PZS de 134*" 36' 7'^ on trouvera le côté ZS comme. 

Opération PAR Logarithmes. 

I®. ^,84^448 = Icg. cof. ï34<* $6* 7" 
99883672 = /og. tang* 3 70 25' o" 

5^,7391*0 'hg% Wifg. i8« 14' 37" =RZ 

Miy 
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20. ^,P4fi?48 = hg. cof. • . %l^ 14' 37'» 
9yS^^^7^ = log. fin. m . 18^30* 
O9I0004P = comp*ar.lognfin.^%^ 3J' 

,,546473 = '«^. ^0/. RP= ^^^ 23' 38" 
ôtantdonciiS** 14' 37^^, 7 de 6p° 23' 38'^o, on trou- 
vera pour le CQté ZS complément de la latitude 41® 51' , 
!& par conféquent la latitude eft de 48^ y i^ 

S C H JL I E. 

Il eft facile de voir que de ces fix chofes la latitude 9 la 
hauteur du foleil , fa déclinaifon , l'angle horaire , Tangle 
azimutal & l'angle au foleil, trois étant données^ comme 
Ton voudra , les trois autres feront néceffairement con- 
nues par les règles de la Trigonométrie ; ainfi l'on ne 
s'arrêtera pas davantage à détailler les différents cas qui 
réfultçnt de ces combinaifons* 

Problème XIV. 

^21. La longitude & la latitude d'une étoile étant don* 
née j trouver fa déclinaifon (fig. 3 6), 

Solution. 

Suppofons la longitude de l'étoile de 198® 27' & fa la- 
titude boréale de 3 1° 2'i il eft vifibleque dans le triangle 
PKS, on connoît le côté PK égal à l'obliauité de l'é- 
cliptique de 23<> 28' 30''. Le côté KS égal au complé- 
ment de la latitude de y 8^ j 8'; & l'angle PKS égal à 
la longitude de l'étoile moins po®; & c'eft le côté PS 
qu'il faut trouver dont le complément fera la déclinaifon 
den^andée. Pour y parvenir , fuivant ce que prefcrit la 
Table générale des triangles obliquangles; a'un des angles 
inconnus-S ^ on abaiffera un arc SR perpendiculaire au 
côtéPK, & qui tombera au-dehors de l'angle S, àcaufè 
que l'angle PKS eft obtus ; l'arc KR fera celui que nous 
iivons nomtoé premier fegment ^ lequel joint i^vcç FK. 



I 
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lonnera le fécond fegixient PR ; & l'on Ton aura . . • 

cof PKS X iang KS 

i**. tang KR = ^ ' > 

& co/PS ou> DS = T ^^y-KR 

Opération par Logarithmes* 

lo. 5>,T0034* = iog. cof. PKS = 1080 i/ o'' 

9,7Z0996 = /•g. Wiig. KR = i?** 44' 41" 
doncPR = 51* 13' "" 
»^. ^,7ixî^o = /«g. c«/. KS 
.^,7^^804 = log. cof. PR 
0^054041 ae comf • «r. /og« cof. KR 

^,563io(^ =: fo^./»* iio x6' 58" = DS qui eft la décli- 
naison demandée* 

, Problème XV. 
322. Suppofant les mêmes données qu'au Problême pré-^ 
cèdent ; trouver Vafcenjîon droite de la même étoile , &• 
VaTîgle du cercle de latitude avec le cercle de délinaifon qui 
paj^ntpar la même ét0ile ( fig* 36). 

^ Solution. 

On voit par Ténoncé du Problême qu'au triangle 
PKS , on connoît toujours deux côtés & Pangle compris; 
& de plus que Tafcenfion droite de l'étoile fe détermine 
par l'angle KPS, en ôtant cet angle de a70°. Pour trou- 
ver l'angle à Pétoile en même temps , nous ferons ufage 
des formules de Neper. 

On voit par la troifieme Table que les formules qui 
conviennent au «s préfent , font les deux analogies 
fuivantes. 

- 1^ Lejînus de la demi-^fomme des côtés PK & KS efl à 
celui de leur demi'différence , comme la cotangente de la 
moitié de Vangle compris eft à la tangente de la demi- 
différence des angles fur la bafe. 
w a% Le coftnus de la demi-famme des rnêmes côtés eft.au 
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€0jinus de leur demi - différence y comme la cotangente dt0 
demi ' angle compris PKS ejl à la tangente de la demi", 
fomme des angles fur cette même bafe. 

OpÉKAtioN PAR Logarithmes. 

58^y8^ o^^ 23^:^8^30^^ 

^2,''26'^d\ 3;° 2p' 30^' 

41^ 13^1 j'^ deroi-fomme. 17^ 44' 4.5'' demî-diffërence; 

.108^ 27' o^' ' 
S^ 15' 30^^ demi-angle dont le complément eft de 

0,113681 = ^. 4. /.rp/410 1}' 1^" 
9^96017 9 ^Ug»^n. . 4*" 2i' 56'* 



^,484008 = %./». 170 44' 45' 
99^57^70 c: /og^. /«1JJ.3 5** 46' 30'' 
o,i8ii3P=c»tf. /•/m.4i° 13' 15" 



9»S^^^l7 -log.Jin. 18015' 56" 

La demi-fomme des angles en P & en S eftdonc 4z^ 
Si2f ^6" y & la demi-différence des mêmes angles de 1 8** 
as^ $&' ; donc l'angle KPS fera de 60*^ 48' 32'', ce qui 
donne pour Pafcenfion droite de Pétoile 2op® 11' 28^^ , 
& Tangle à Pétoile fera de 23 "* $& 40'^ C Q- F. T. 

S C H O L I E. 

323. Les afcenfions droites & les déclinaifons des 
étoiles font d'un très-grand ufage dans PAftronomîe , 
ainfî que leurs longitudes & leurs latitudes. Les unes & 
les autres fervent à déterminer les pofitîons refpefliives des 
aftres , & â en dreffer les catalogues néoeflaires pour com- 
parer les mouvements des Planètes, & des Comètes qu'on 
apperçoit de temps en temps. On employé néanmoins de 
préférence les longitudes & les latitudes des étoiles; 
parce que l'on a cru pendant long temps que ces élé-* 
ments ne fouffroîent. aucun changement , fur- tout, 
lorfqu'on a foin de compter les longitudes à commencer 
d'une étoile fixe; tandis que la préceffion des équinoxes 



SP HER I QUE. 187 

cliange confidërablement l'afcenfion droite iSc la décU- 
naifon. Au refte, îl eft aifé de voir que les éléments de 
la Théorie des étoiles peuvent fe déduire les uns des 
autres , fuivant un très-grand nombre de combinaifons 
qu'il n'eft pas de mon objet de détailler ici* Les af- 
cenfîons droites & les déclinaifons des étoiles peuvent 
fervir, comme celles dufoleil^ à déterminer les latitudes 
terreilres;on peut en déduire les amplitudes orientales 
ou occidentales de ces aftres ou de ceux qui auroient 
les mêmes pofîtiofis dans la fphere. Elles font connoî- 
tre celles qui font de perpétuelle apparition fur l'horizon 
pour UQ latitude donnée* On connoît encore par leur 
moyen de combien de temps une étoile fuit ou précedç le 
panage du foleil au méridien; ce qui fait connoître leurs 
levers ou leurs couchers héliaques , c*efl:-à-dire, les faifons 
de l'année où elles doivent commencer ou ceffer.de paroî- 
tre à caufe de l'éclat du foleil. Les moyens les plus fimples 
que l'on employé pour déterroiijer les pofitions des 
étoiles , fe réduifent à obferver leurs hauteurs méridien- 
nes & l'iîiftant de leur paffage au mérîden , d'où l'on dé- 
duit tout de fuite leur afcenfion droite & leurs déclînai- 
fon , avec lefquelleson conclut. aîfément leurs longitudes 
& latitudes par l'inverfe des Problêmes qu'on vient de 
réfoudre» 

PrO BI.EME XVL 

524. Connoiffant le lieu du foleil dans Véclipti^e ; 
Vheure qu^il éjl avec la latitude de Vohfervateur ; la hau^ 
teurd^un aftre^^ Vangk que fait fon vertical avec le mé- 
ridien; trouver la déclinaijbn de cet ajlre Grfon afcenfion 
ifroife (fig. 35). 

Solution. 

Suppofons €uc le lieu du foleil foit 18® 24' du tau* 
reau ^ qu'il eu p heures 20 minutes du foir ; que la 
liauteur de l'aftre dans foii vertical eftde43^ ijr^ fur 
l'horizon 5 l'angle de fop vertical avec le méridien dans 
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la partie orientale fud eft de 47^ 24^ & la latitude éu 
lieu de 48° 5 1'; il s'agit de trouver l'arc DS qui ex- 
prime la décLnaifon de T^ftre & la diftance du point D 
au premier point d'Ariès. Il eft vifible qu*au triangle 
PZS, on connoît les deux côtés PZ&ZS avec l'angle 
qu'ils comprennent. On cherchera d'abord la déclinaifon 
par le côté PS, en abâiflant un arc perpendiculaire SR 
du fommet de Fangle S fur le côté PZ , & l'on aura les 
formules fuivantes par la Table des triangles obliquan<- 
gles , pour trouver le côté PS. 

lo.Tang RZ =:co/ PZS x tang ZS. 

ao.CofVSoufinDS ^J-—^^. 

Opération par Logarithmes. 



f ,8^3 5807 3 log. cof. ZS 
5»> î 9 3 900 = log. cof. PR 
0^090^9^ = comf. ar. log. cof.KZ 



ÎPïSjof 09 = log. cof. PZS 
0,0x^546 s/o^. tang. ZS 

ainfila déclinaifon de l'aftre eft de 19^ 21' 5''. 

Préfentement , pour avoir Tafcenfion droite» on cobi- 

mencera par chercher l'angle horaire ZPS par Tanalogie 

ordinaire entre les fînus des côtés & ceux des angles op^ 

ri . i n rw^r. fin?ZSxfmZS 
polés , ce qui donnera^n ZPS = 7^^ • 

OpÉRATlOK PAR LoGARiTHMES. 

'$yS66çs $=z log. Jîn. ?ZS^ . . . 132'' 3& 
^,S62SS5^=='log.Jin. ZS = . . • 45*'4j' o'^ 
0,02^ 2$ j:=comp.ar. log. fin. PS = 70° 38' $$^' 

9>7S4S4S ^'log.fin. ZPS = . . . 34^ 37' 43" 

D'ailleurs en réduîfant Pheurè donnée p heures 20mi« 
nutes. parties de Péquatèur , on trouve que le foleil eft 
éloigné du méridien de 140^ o' o'^ ; enfin , parce que 
Tafcenfion droite du foleil , lorfqu'il eft dans 18° 24.' 
du taureau, eft de 45 *> 55''58'^(n^ 302). Sil'onajoatç 
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tofêmble ces trois arcs , on aura l'afcenfîon droite de 
Taftre de 220® 33' 41'^ 

Si l'on veut favoir l'heure du paffage de Fétoile par le 
inéridien,il n'y a qu'à réduire l'arc 34*" 37' 4J^ en parties 
de temps, & l'on trouvera qu'il répond à 2 heures 18 mi- 
nutes 3 1 fécondes ; ajoutant cette heure à ^^ 20", on 
trouvera que Taftre a du paiTer au méridien à 11^ 38"^ 
31^ dufoir. 

PROBLEliE XVII. 

325. Connoijfant les afcenjîons droites & décUnaifont 
de deux étoiles fixes obfervées dans un même vertical ou. 
a^imuthaujji donné de pofition avec leur difiante , ou Varc 
de grand cercle compris entre ces étoiles ; trouver la lati-z 
tude de Vohfervateur (fig. 37). 

Far les données du Problême > il eft viiible que les trois 
oôtés du triangle PS s font donnés , ainfi que L'angle en P; 
puifque les arcs PS , Pj font les compléments de la dé- 
clinaifon de chaque étoile , connue par Phypotefe. La 
diftance S 5 eft aufli donnée, & enfin l'angle SPi eft me- 
furé par la différence d'afcenfion droite , donc on aura 

finSs : fin S?s : ifin iP: fin PSZ :==^tA2L^^\ 
, fit Si 

Deplusau triangle PZS, on connoît aâuellement deux 
angles & Tun des côtés oppofés à ces angles : favoir, l'an- 
gle de l'azimut PZS , & l'angle PSZ avec le coté PS ; 
donc on aura fin PZS :fin PSZ : : fin PS ifinVZ, ou 
en mettant pour finus de PSZ fa valeur , & ôtant la 
fraftion fin PZS X fin Ss : fin s? xfin S?s : :fin PS : 
finVZ. 

^ Suppofons , pour appliquer cette folutîon à un exem- 
ple particulier, que la diftance Si eft de 28** 30'; l'af^ 
cenfîon droite de S àejS^ 24', & fa déclinaifon 27° 2 j'; 
que l'afcenfion droite de s eft de 104® 52', & fa dé- 
dinaifoâ 12^ 18^; enfin que l'angle azimutal AZK eft 
dç 7^056' : l'angle SPi fera de z6^ 28^5 l'arc PS fera; 
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de 5a^ 3;', & Parc Vs de 770 42'. Celapofé, il fer# 

facile de trouver la valeur de ?Z. 

Opération par Logarithmes. 

9i9^S2S7 log. fin 52° 5/' o'^ = P S 

9^9^99^$ log. Jin 770 4.2' o'^ = jP 

9^49020 log. fin 26** 28' o'^ = S Ps 

o,oi8o3p comp.ar.log. fin. 73^ 36' o''' = PZS 
0,321357 comp. ar. log. fin. 28® 30' o'' =: S 5 

5^,92<îy58 log. fin. j'7'' 35^42'^ complément de la 
latitude. 

325é Corollaire I. Il eft vifible que Pon peut ac- 
tuellement trouver l'angle horaire ZPS ; & partant fi Pon 
connoît le lieu du foleil & fon afcenfion droite , fa dif- 
férence d'avec celle de l'étoile fera connue. Otant en- 
core de cette différence l'arc AD, reftera Parc dePé- 
quateur compris entre le méridien du lieu , & celui qui 
paffe par le foleil, d'oà Pon déduira le moment de l'ob- 
îervation : il n'eft pas moins évident que Pon peut auflî 
connoître , en pourfuivant ce calcul , la hauteur de chaque 
étoile à Pinftant oà elles ont été obfervées. 

327. Corollaire II. Si au lieu de (ïonner Pazimut 
des étoiles , on avoit la hauteur de l'une déciles : il eft 
vifible que par un calcul à peu près femblable , on trou- 
veroit la hauteur du pôle » car on connoît toujours les 
trois côtés dit triangle PSj avec l'angle P; ainfî l'on au- 
roit Pangle PSZ qui fe trouve compris entre les deux 
côtés connus du triangle PZS. 

328. Corollaire III. Si Pon connoît, outre les 
déclinaifons & afcenfiôns droites des étoiles obfervées 
dans un même vertical , Pangle horaire ZPS, on aura^en- 
core la latitude du lieu ; puifque dans le triangle PSZ , 
on connoîtra alors deux angles fur le côté PS, auili connu 
par la fuppofition. 

32p. Corollaire IV. De même encore, fi Pon a 
la difiance des étoiles & leurs déclinaifons avec la hau-^ 
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^eurde l'une des deux , on trouvera tout lerefte comme 
dans le Problême aâueh On voit par-là , combien il eft 
utile d'avoir de bonnes Tables des étoiles avec leurs dé- 
clinaifons & afcenfîons droites, diftances, longitudes &b« 
tîtudes , puifqu'elles peuvent fervir à donner les latitudes 
avec une très-grande facilité y fans même que Ton ali: 
befoin de grands inftruments , un fil à plomb étant fuf-- 
fifant pour obferver fi deux étoiles font dans un même 
vertical. 

Problème XVIII. 

326. Connoiffant les latitudes & longitudes de deux 
points placés fur le Globe terreftre ; trouver leur diftanct 
itinéraire you , ce qui revient au même , Varc de cercle 
compris entre ces deux lieux ( fig. 37 ). 

Suppofons préfentement que les points S , s défi- 
gnent les lieux propofés : il eu vifible que dans le trian- 
gle SPs , on connoit , fuivant Ténoncé du problême , les 
deux côtés SP , j P compléments des latitudes avec l'an- 
gle P différence des longitudes ; donc on aura le côté S s 
parie troifieme cas de la table des triangles obliquangles. 
Après quoi Ton n'aura plus qu'à réduire le nombre de 
degrés, minutes & fécondes en lieues, à raifon de 25^. 
au degré. 

Problème XIX* 

^27. Connoijfant les latitudes de deux Villes & leurs 
dijiances ; trouver leur différence en longitude. 

On commenceta par réduire la diflance donnée en 
degrés , minutes & fécondes d'un grand cercle ; au 
moyen de quoi l'on aura un triangle fpérique SPj , du- 
quel on connoît les trois côtés ; ainfi l'on trouvera aifé-* 
ment Tangle P quiefl mefuré par la différence des longi^ 
tudes. C Q^F. T. 

Donc fî la pofitîon d'une de ces deux Villes eft déter- 
minée ; l'autre le fera aulC, d'autant plus exaâement que 
la diflance donnée fera mefurée ou donnée avec plus de 
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jprécifion* Réciproquement^ fi l*on connoît la dîïFérencd^ 
des longitudes la diftance & la latitude d'un point du 
Globe,on aura auffi la latitude de l'autre point ; mais rare-^- 
ment on fe fert de ce cette méthode ^ parce qu'il y a une 
infinité de meilleurs manières de trouver la latitude , 
comme on a pu s'en convaincre aifément par ce qui 
précède. 

Ces Problêmes renfermant à peu près tous les cas des 
triangles fphériques reélangles ou obliquangles , fiifEfent 
pour indiquer comment il faut sV prendre, pour trouver 
les folutions numériques des dittérehts problêmes de Tri- 
gonométrie, par le moyen des règles démontrées dans les 
Chapitres précédents. Je ne me fuis propofé autre chofe 
ici que de donner quelques exemples en nombres ; c'eft 
pourquoi je n'ai point fait entrer dans ces problêmes leà 
difFér^tes modifications dont les données peuvent être 
fufceptibles par la parallaxe > la réfraélion , l'abberra- 
jion de la lumière , ou la nutation de l'axe de la terre. 
Ces Théories ne peuvent entrer que dans un Traité com- 
plet d'Aftronomîe. Il me fuffit d'avoir donné dans cet 
Ouvrage les moyens de réfoudre toutes les difficultés re- 
latives à la Trigonométrie,&que l'on peut rencontrer dans 
l'étude de cette fcîence , qui devient d'autant plus épi- 
neufe que l'on veut apprécier tous les phénomènes aveé 
plus de rigueur & d'exàélitude. 
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. ProblêraieV* Cpnnçiffant les trois côtés d'un triangle^ fphérique 
^la>nqueit prouver un angle quelconque du même triangle ,9^ ^ 9^, 

Problème Vl. Connoijfant les trois angles d'un triangle , trouver 
t^qttelconque 4^fef côtés y ^ ^ ^ 96 

problème VII. Connoijfant Vellipfe qui ejl Ift projeÉlion ortograïf 
fhiqued^un grand eerch ; trouver jur le plan de projeHion Vappa-' 
rence des foies de ce même grand cercle» Et réciproquement ; ayanp 
laprojeCiion def fole^ d'un grand cercle^ trouver Vellipfe qui ejl la. 
projehion de ce grand cercle y 9f 

Problème VIII. Trouver les' dimenjiont de l'ellipfe qui ^ la 
frqjedion ^tpgra^ique d'un petis çfrde de la fphere « ibid. 

• 4^j>p/{V4/ion des derniers problèmes aux projefiioni ions an fah 
i/^ge dans la Théorie deséclipfes , ^ sB 8c fuiv. 

. rroblème IKe T^imver lo, la projection de l'arc abmffé perpenài" 
9uhirement d'un angle fur le côté oppofé. i^, La grandeur des feg^ 
tnents deUkafe^ 3^, L^sfegmenfs de l'mgU divtfé. 40, ta valeur 
de Varc perpendiculaire ,. 204 

Problème. Réfiiution géométrique d't^ triangle fphériqui quel* 
conque dont on conhoU les trois cotés , par le développement des mS^ 
unes côtés 9 ^loa^fuiv. 

CHAPITRE IV. De la Réfolutïon analytique 
çu algébrique ,d^s triangles ffhiriques quelconques ^ 

.110 

Problème T. Trouver les rapports entre lesjtnus des angles ^ 

f^uxdej.côtésQppofés,9 . , " ^-^ 

*' Problème îf. Connoijfant deux côtés & f angle compris ; trouver 
1O5 un angle quelconque* z'', Le troijieme fofé 9 • . ^'* 

. .Problème llU Sùppofant Us mêmes données, trouver le tr^dfieme 
côté indépendamment des angles adjacents ,■ 114 

^ Problème IV. Connoiffant deux ànglesfur un cité ; trouver 1°, un 
fité quelconque. 2®, Le troijieme angle » 11^ 
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Problème V. Avec Us mfmei données , trouver immédiatemem^ 
tetroijieme angle y. 117 

Problème VI. Connoiffknt deux cêtés tt tun des angles oppofér 
3 ces câtés\ trouver i®, i^ angle corn fris entre les deuxcotét. a^. Le 
€tté adjacent à V angle donné , l t^ 

Problême VII. Connoijfant deux angles & Vun des côtés ofpo* 
fis; trysfver 1^ ^ le cM adjacent, z^j Le troijieme angle, j^ Le troi^ 
fiente coté y ixï 

Problème VIII. ConnoiJJant les trots eétés é^un trfangk quel'- 
tonque ; trouver un angle quelconque du même triangle, i z% 

Problème IX. Connoijfant les trois angles d'un triangle ^ trot&^ 
ver un coté quelconque , , 1 1$ 

' Obfervattonfur tes trolbêmes VI & VII , ou Fon compare les 
Jolutions analytiques çr ffnthéti^ues four les ramener à la même 
txfreffion^ ^ ^ 114 

Scholie four déduire des firmule s frécédentes^ toutes, celtes det 
triangles reâf angles 9 125 

Problème A. Suffofant un arc abaiffé ferpendiculatremem 
d^un angle fèr le cota offofé ; trouver enfinus , cof tang. & cotang^ 
'j^jLesrafforts des fegments de la bafe aux angles adjacents à cette 
tafe» i®. Les raf forts des mêmes fegments avec les côtés correffonn 
danti* }^> Les r^fforts des fegments de Fangk vertical aux côtes de 
f angle adjacent. ^% Les paffor4i des figments du même angle awi 
m^es fur la bafe » ixy. 

. Conftrudion de quelques-unes desfhrmutes découvertes aux fro^ 
hlêmes frécédents far les Logarithmes. Afflication à divers exem- 
fies , 151 

' Problême XI. Conflrufpe far ks tables des Jinns f équation 
X*"+-2ax==bb, I33&rum 

Problème XII. Conftruirefar les Tables des Jinus les racines de 
i'équation x* + iaxH-bb:?=;o, 134 

. ConJlruSion des équations du troijîeme degré* far les Tables dee 
fnus y 13e 

^ Problème h ttouver les rofiines de Féjquatîon x'- px4nq 3= p 
hrfqueij p' > ^qq, ^ 134? 

rroWême II. Trouver ksracinesde Véq^uation xWpxHK q=o 
brfq?*e ^V p» <iqq» 137 

Prpblême III. Trouver les racines de F équation x' «^ px 4^ çi = o, 

138 

afflication des derniçrei f(ilt^ons ^différents e^emfJes,ii$ &fn 

CHAPITRE V, Des mahgie^ différentielles 
4es mifn^lesf^kêri^ues & reâfilignes ^uekcmques ^ 
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; PrSMI£re Section. Où Pon démontre les propofi- 
tîons nëceflaires à cette Théorie , . 144 ibid. ^fuiv. 
Seconde Section. Des variations d'un triangle 
iphérique ou reâiligne^ dans lequel on fuppofe un angle 
confiant, ainfî que le côté qui lui eft adjacent, 145 bf. 
< Troisième Section. Des variations d'un triangle 
fphérique ou reftiligne quelconque , en fuppofant un an- 
gle confiant avec le côté qui lui eft oppofé, 14^ ù'fuiv. 

Quatrième Section. Des variations d'un triangle 
fphérique ou reôilîgne , lorfque deux côtés demeurent 
confiants, 1^2 Gr/wiv, 

Cinquième Section. Des variations d'un triangle 
fphérique dans lequel on fuppofe deux angles conf^ 
tants, Ijy&yii/V, 

application de cette Théorie à différents exemples , 

Premier Exemple. Déterminer l'erreur quon peut commettre fur 
fine hauteur par f erreur connue dans l'angle ohfervéy i $9 

Second Exemple. Trouver l'heure du jour ou de la nuit par la 
hauteur obfirvée fune étoile , ou £un ajïre quelconque ; & déter^ 
miner Perreur du temps d'après celle connue dans la hauteur ob/er^^ 
wée , 160 

Troîfieme Exemple. Ou F on fait l'application des princifu fré'^ 
cédents au problêïfie du plus court crépufcule , après avotr refolu 
le problème pour deux almikantarats quelconques différents if 
f horizon & du cercle crépufculaire , i6t & iîiîv. 

Quatrième Exemple. Trouver en tout temps la corredion qu'il 
faut faire au midi conclu par les hauteurs correfpôndames > lorfque 
l'ajlre obfervé fnbit une variation en déclinaifon pendant Vinter^^ 
valle des obfervations , 1668c fuiv. 

Problème. Trouver l'aire d^tm triangle fphérique quelconqmji6Z 

CHAPITRE VI. AppRcation des règles dé^ 

montrées aux Chapitres précédents à différents 

problèmes dl^ Astronomie fphérique , 1 70 

Ifrobléme |. Cqnnoiffant le lieu dufileil dans Pécliptique; trou^ 

er fa déclinaifon ou fa dsflance à Péquateur , ibid» 

Problème if. Connoiffant la déclinaifon du feleil 9 & de plus 

If Heu de cet 



ver fa déclinaifon ou fa diftance à Péquateur , ibid» 

Problème I4. Connoiffant la déclinaifon du feleil , ' ' 
ions quelle Jaifon de l'année wfe trouve^ déterminer 
if/lre 4nns récliftif^iR ^ 
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Problème III. Cotmoîjpmt It lieu duJoUU dans Pécliptique ^ 
trouver fon afcenjicn droite , 1 7% 

Problème IV. Cotmoijfani la latitude d'un lieu & la décltuaifon 
dufoleil ; trouver fin amplitude orientale ou occidentale 9 ibid» 

Problème V. Connoîjfam la latitude d'un lieu y & le degré du 
fileil dam l'éclif tique ; trouver le point de Fiquateur qui arrive 
à r horizon en mime temps que le fileil y ou ^ ce qui reviens au même^ 
tafienjion oblique qui convient à cette latitude & au lieu du fileil , 

175 

Problème VI. Cennoijfant la latitude & le lieu du fileil dans 
l'écliptique ; trouver l'angle de fécliptiqfse avec Phmrizon iPinftanf 
du lever de cet aflre , 1 74 

Problème VIL Connoiffant la déclinaifin à^im aflre & la lati-- 
tmde de Vobfervaseur ; trouver lo, le moment auquel il parois mott" 
ter perpendiculairement à l'horizon. xS La hauuur de Faftre dans 
le vertical ou ce phénomène a lieu* ^^yV angle de ce vertical avec 
le méridien y 17 f 

Problême VIII. ConnoiJJant la latitude & la déclinaifin du fileil^ 
trouver l'heure de fin lever & de fin coucher , 1 77 

Problème IX. Connoiffattf la latitude , ta déclinaifin C^ la 
hauteur du fileil fur l'horizon ; trouver l'heure qu'il efl , ^ 1 78 

Problème X, Connoiffant la latitude , la décltnaifin du fileil €t 
fa hauteur fiir l'horizon ; trouver F angle du vertic^ du fileil avec 
le méridien , 1 8<> 

Problème XI. Connoiffant la latitude ^ la déclinaifin & V heure 
à laquelle le fileil s'efl trouvé dans un vertical y dont on ignore ta 
fojition ; trouver l* angle que fait ce même vertical avec le mérif^ 
dseny iSi 

Problème XII. Connoiffant l'heure qu'il efl , ta déclinaifin Ù" 
la hauteur dttfileil ; trouver la latitude du lieu y i8« 

Problême XIII. Connoiffant la déclinaifin du foleH y fa hauseur 
&fon an^le azimutal , c'eft- à-dire y l'angle de fon vertical avec le 

méridien.'y trouver la latitude y i8j| 

Problème XIV. La longitude & la latitude tune étoile étant 
ionnée ; trouver fa déclinaifin y 1 84 

Problème XV. Suppofant les mfmes données ,* trouver tafcen^ 
fon droite de V étoile , & l'angle du cercle de latitude avec te 
cercle de déclinaifon quipaffent far cette étoile , i8| 

Problème XVI. Connoiffant te lieu du fileil dans l'écliptique j^. 
theure qu'il efl avec la latitude de Vobfervateur y la hauteur d'uri 
mftn & l'angle ^ de fom vertical avec le méridien; trouver la dé* 
tlinaifin de ce mime afire & fon afcenfion droite y iSf 

Problème XVII. Connoiffant les afcenfions droites , les décli" 
tlinmfons & les diftances en degré de deux étoiles fixes obfervéést 
dans un mime vertical; trouver la latitude de l'ohfervateur, 18^ 
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Problème XVIIL Cotmoijfam les latitudes & longitudes de deux 
f oints f lacés fur le globe terrejlre; trouver la dijiances de ces deux 
f oints 9 i^z 

Problème XIX. Cofmotfant les latitudes de deux Villes & leurs 
dijiances, trouver leur différence en longiuude ^ ibid» 
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Fautes à corriger. 

Page 4^ n\96.tang.{kA\B) Ufez; tang.{^ A-^^B). 
^age Si , lig. 1 , demi-fomme des côtés : Hfez ; demi-(bmme des 

angles. 
Pa^e ^4 , %. 14 , au lieu des points C , c' .- Iife2f ; C , G'. 
Uid. 9 lignes plus bas , détermînéroit ; Ufez; détermineront* 
Page 16S y vers le bas y au lieu de M^N, O .• /(/fz;M,0 , N. 
Fage 169, lig. 99 lorfqu'elle fuipafifera : lifez ; lorlqu'eUe (èrai 

moindre, 
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